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CHAPITRE I : ETUDIER UNE FONCTION REELLE

0) Vocabulaire général sur les fonctions

Définir la fonction f, c’est donner un l'ensemble D ot évolue la variable x et une expression f(x) qui dépend de x.
D est l’ensemble de définition de f et f(x) est l’image par f de I’élément x. Attention & ne pas confondre f et f(x)!
En langage courant, on écrit 7 Soit la fonction f définie sur D par f(x)=...”
f+ D — F
v o f(@)
7 f est la fonction définie sur D a valeurs dans F qui a x associe f(z)”
F est un ensemble qui contient les valeurs prises par f(z) lorsque = décrit D. Attention! Il n’est pas unique.
Néanmoins, il est parfois utile de donner le domaine le plus précis appelé alors limage de f : f(D) = {f(z)|z € D}.
Exemples : la fonction exponentielle exp est définie sur R & valeurs dans R mais aussi dans |0, +o0o[
g: [0,+0] — R
T = 2+
Dans ce chapitre, on étudie les fonctions réelles c’est a dire que les valeurs prises par f(z) sont des réels aussi
on pourra toujours choisir F' =R. De plus, D sera aussi une partie de R de sorte que x est aussi un nombre réel.
On étudie une fonction réelle de la variable réelle.

L’écriture symbolique est plus précise { se lit : (A noter : — signifie ”dans”, ++ signifie ”associe”)

} est aussi a valeurs dans ......... et aussi dans  f([0,+oo[) =.........

Attention! La fonction est définie par son expression et par son ensemble de définition !

Si on change ce dernier tout en conservant la méme expression, on définit une autre fonction.
0,2] — R

Exemple : SN G

n’est plus la fonction g : c’est la restriction de g & [0, 2] qu’on note g;o,2]

Souvent, la fonction f n’est donnée que par son expression f(z) sans que ne soit précisé ’ensemble de définition :

” Soit la fonction f donnée par f(x) =...” Dans ce cas, on détermine et on utilise pour ensemble de définition
le domaine de définition de f c’est a dire 'ensemble des réels x ou 'expression f(x) existe.

Exemple : Le domaine de définition de [m —vV24x|lest.........

I) Déterminer le domaine de définition et le domaine d’étude

Etudier une fonction, c’est dégager un maximum de propriétés avec pour finalité la construction d’un tableau
de variation ou du tracé de la courbe représentative. Certaines propriétés de la fonction permettent de restreindre
I’étude de la fonction a un domaine plus petit et traduisent des propriétés géométriques de la courbe représentative.

DEFINITION  Une fonction f définie sur un domaine D inclus dans R est paire si :
(Parité) e D est symétrique par rapport 4 0: Vre D, —z €D
e Pour tout x dans D, f(—x) = f(x)
Il suffit alors d’étudier la fonction sur D N [0; +oo| puisque la courbe représentative de f
dans un repére orthogonal (O; f, j) présente une symétrie par rapport a l’axe des ordonnées.

DEFINITION  Une fonction f définie sur un domaine D inclus dans R est impaire si :
(Imparité) e D est symétrique par rapport 4 0: Vex e D, —x € D

e Pour tout z dans D, f(—z) = —f(x)
Il suffit alors d’étudier la fonction sur D N [0;4+o00| puisque la courbe représentative de f
dans un repere orthogonal (O; f, j) présente une symétrie par rapport a l’origine.

DEFINITION Une fonction f définie sur un domaine D inclus dans R
(Périodicité) est T'périodique ou T' € R* lorsque
VeeR,zeD&sax+TeD e VereD, fx+T) = f(x)
Il suffit alors d’étudier la fonction sur un intervalle d’amplitude |T| puisque la courbe représentative
de la fonction f dans un repére orthogonal (O; ZJ) est conservée par les translations de vecteurs k Ti (ou k € Z)
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II) Etudier la régularité d’une fonction (Continuité, dérivabilité et calcul de la dérivée)

THEOREME Continuité et opérations

e Si f est définie sur un voisinage D d’un réel a (mais pas forcément en a) alors
* lorsque f est définie en a et lim f(x) = f(a), on dit que f est continue en a
Tr—a

(éventuellement uniquement limir f(x) = f(a) si a est une extrémité)
Tr—ra
x lorsque f n’est pas définie en a et lim f(x) =/ € R,
r—a

alors on peut définir f sur D U {a} en posant f(a) = ¢, on dit qu’on prolonge f par continuité en a.

En fait, on a définit une "nowvelle” fonction car on a changé le domaine de définition) mais, en général,on convient de l’appeler encore f
e La fonction f définie sur l'intervalle I de R est continue sur [ si elle est continue en a pour tout réel a de

e Soient [f : I — R] et [¢: I — R] des fonctions continues sur l'intervalle I, et k£ un nombre réel alors :
x kf est continue sur Uintervalle I (multiplication par un scalaire)
* f + g est continue sur U'intervalle I (somme)
x fg est continue sur l'intervalle I (produit)

* Si g ne s’annule pas sur 'intervalle I, = est continue sur l'intervalle I (quotient)

e Soient [f : I — R] continue sur l'intervalle I et g : J — R continue sur Uintervalle J avec f(I) C J alors
[go f:I— R]est continue sur U'intervalle I (composition)

THEOREME Dérivabilité et opérations

e Soit f est une fonction continue en a(éventuellement prolongée en a), f est dérivable en a

o : z)— fla : a+h)— fla : o
lorsque la limite lim f(@) = fla) = }llm% it })L f(a) existe et on note alors f/(a) cette limite.
T—a T —a —
(éventuellement uniquement limi f@) = f(a) = lirni w existe lorsque a est une extrémité)
T—a r—a h—0

e Une fonction f continue sur U'intervalle I est dérivable sur I si elle est dérivable en a pour tout réel a de 1

e Soient [f : I — R] et [g: I — R] des fonctions dérivables sur I'intervalle I, et & un nombre réel alors :
* kf est dérivable sur lintervalle I et (kf) = kf’ (multiplication par un scalaire)
* [ + g est dérivable sur lintervalle I et (f +g) = f' +¢' (somme)
* fg est dérivable sur U'intervalle I et (fg) = f'g+ ¢'f (produit)
! [P
* Si g ne s’annule pas sur l'intervalle I, I est dérivable sur Iintervalle I et <f> = fgiff (quotient)
g g g
e Soient [f : I — R] dérivable sur U'intervalle I et [g : J — R] dérivable sur l'intervalle J avec f(I) C J alors
go f: I — Restdérivable sur I et (go f) = (¢' o f) x f' (composition)

Cette formule plus générale vous permet de retrouver des formules vues en terminale :
/
Cas particulier : Si[u: I — R] est dérivable sur I alors (e“) R
Sifu:I — R] est dérivable sur I avec .................. alors (ln u> e R

Remarque Pour bien utiliser ce théoreme, la phrase suivante permet de ne pas oublier d’hypothese :

”La fonction f est dérivable sur I a valeurs dans J ou la fonction g est dérivable donc la composée g o f est dérivable sur I”

Attention! f est dérivable en @ = f est continue en @ mais la réciproque est fausse! Contre-ex : [z +— |z|]

Exemple : Définition, continuité et dérivabilité de [ frxm—\/2—|x+ 1\]
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III) Etablir le sens de variations d’une fonction

Les théorémes usuels permettent en général de justifier la dérivabilité sur une grande partie du domaine d’étude
ce qui suffit en général pour préciser le sens de variation de la fonction.

THEOREME Liens entre variation d’une fonction et signe de sa dérivée

Soit f une fonction continue et dérivable sur un intervalle I de R,
e f est constante sur [ si et seulement si, pour tout = de I, f/'(z) =0;
e f est strictement croissante sur I si et seulement si f'(x) > 0 pour tout x de I sauf en des points isolés ;
e [ est strictement décroissante sur I si et seulement si f'(x) < 0 pour tout z de I sauf en des points isolés.

Attention, on peut parfois déterminer le sens de variations d’une fonction sans calculer la dérivée !

PROPOSITION Variations et composition

La composée g o f de fonctions monotones est monotone : croissante si g et f ont la méme monotonie et décroissante sinon.

Iv) Etudier la dérivabilité en certains points particuliers

Néanmoins, il reste parfois certains points ot une étude particuliére est nécessaire pour préciser ’allure de la courbe.
On peut alors utiliser les techniques ou les résultats suivants pour étudier la dérivabilité en un point :

Exemple : Prouver que la fonction cos

POINT METHODE n’a pas de limite en 400 et

Comment justifier qu’une limite n’existe pas ? 1
[f 1 x> sin } n’a pas de limite en 0.
x

Pour démontrer qu’une limite lim f(z) oua € RU {£o0}
T—a

e n’existe pas dans R U {£o0} , on peut

trouver deux suites (uy,) et (vy) telles que
Uy —— 4 et Vp ——— Q

mais f(’LLn) :—>_+;o_> E]_ et f(Un) m EQ ou gl # 62

e n’existe pas dans R , on peut aussi

trouver une suite (uy,) telle que u, —— a
n—+o0o

mais f(un) m +oo

THEOREME Théoréme de prolongement d’une dérivée

Soient f une fonction continue sur l'intervalle I et a un réel de I,
si f est dérivable sur I — {a} et si lim f'(z) = ¢ € R existe alors f est dérivable en a et f'(a) = ¢
Tr—a

(éventuellement limi f'(x) = £ € R existe si a est une extrémité de I)
r—ra

Attention, ce n’est qu’une condition nécessaire ! f'(a) peut exister sans que lim f'(z) existe...
Tr—a
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V) Etablir des tangentes a la courbe représentative d’une fonction

DEFINITION et PROPOSITIONS Tangentes a la courbe représentative d’une fonction
Soit f est une fonction continue sur un intervalle I de R, Les cordes issues du point A(a, f(a)) de la courbe Cy
soit @ un réel de I et on note C; la courbe représentative de f tendent vers une droite limite qui passe par A

dans un repere orthogonal,

on dit alors que la courbe C; possede
une tangente au point d’abscisse a
lorsque lim M

T—a Tr—a

existe dans R U {£oo}

e Si la fonction f est dérivable en a, alors
* Le nombre f/(a) est le coefficient directeur (ou pente) de la tangente & Cy au point d’abscisse a.

* L’équation réduite de la tangente au point d’abscisse a a la courbe Cy est y = f'(a)(xz — a) + f(a)
Exemples :

* Lorsque f’(a) = 0, on dit que la courbe Cy possede une tangente horizontale au point d’abscisse a.
Exemples :

e Si la fonction f n’est pas dérivable en a, mais que
* lim 7](‘(];) _ f(a) = lim f(x + h) _ f(l') = E_A'_ c R existe (resp. lim 7]0(17) — fla) = lim 7f(z + h})L — f($)

z—at Tr—a h—0t h z—ra= T—a h—0—
on dit que f est dérivable a droite (resp. a gauche) en a
et la courbe Cy possede une demi-tangente de pente £ (resp. £_) au point d’abscisse a.

:Le@

Exemples :
* lim @) = fla) = lim fwth) = f) = 400 ou que lim f'(z) = +o0
r—at T —a h—0E h r—at

on dit alors que la courbe C; possede une demi-tangente verticale au point d’abscisse a.
Exemples :
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PROPOSITION Premiére approche des développements limités pour la physique
Soit f est une fonction continue sur un intervalle I de R et soit a un réel de I,

f est dérivable en a < il existe un réel f'(a) tel que : f(a+h) = f(a) + hf'(a) + he(h) ou e(h) — 0
%

On dit que f admet un développement limité a l'ordre 1 en a. On note f admet un DLq(a).
[h— f(a) + hf'(a)] est une fonction polynomiale de degré inférieur a 1 : c’est la partie principale du DL
Le DL est d’ordre 1 car le reste est de la forme he(h) = h' x e(h)

On dit que f admet un développement limité & I’ordre n en a et on note f admet un DL, (a) ou n € N lorsqu’il existe
une fonction polynémiale réelle [h+— ag + a1h + ash?® + - -+ + a,h™] de degré inférieur a n soit (ag, a1, ...,an) € R*

et une fonction ¢ telle que : fla+h) =4 ap+ arh + ash?®+ ... a,h™ + h™e(h) avec e(h) — 0
—

1

Tr TygolTete ek () 4" xe(a)
N——

@550

1
Ex : 17=ol+a:+:zr2+x3+~--+x”+x”x
— X

Le DL n’apporte une information intéressante que localement au voisinage du réel a. L’expression exacte de £ n’a pas d’importance
On admet (pour linstant) que les réels ag, a1, ..., a, lorsqu’ils existent sont uniques et ne dépendent que du réel a et de f.

Voici, les premiers termes des DL usuels a connaitre (si besoin, on donnera pour le moment les termes suivants) :

2 3 2 3 2 3
e’ :Ol—I—ZC—F%—{—%—I—QB?’E(J}) In(1+ x) zox—%+%+x3s(m) In(1 —x) =¢ —az—%—%—l—a}‘gs(x)

2 3 3

cosx =¢ 1 — % + 2% () sinx =gz — % + 2 () tanz =g x + % + 2% ()

—1 —1 -2 1
(1 + $)a =14+ ax+ 0(0[2 )562 + 04(04 3)'(Oz )Ig + x35(az) En particulier, +/1+z=(1+2z)2

Voir I’ exercice A-6 pour les premieres opérations sur les développements limités

VI) Etudier le comportement asymptotique de la fonction

DEFINITION Asymptotes

Soient f une fonction définie sur un intervalle I de R, a est un réel de I ou une extrémité de I
et £ un réel quelconque, on note Cy la courbe représentative de f dans un repere orthogonal,

e Si lim f(x) = £oo (éventuellement lim f(z) = +oo ou lim f(x) = £o0)
r—a r—a™t T—a~

alors la droite x = a est une asymptote verticale a la courbe Cy.

eSi lim f(z) =~/ (resp. 2li}r_noof(a;) =)

T—+00
alors la droite y = £ est une asymptote horizontale a la courbe Cy au voisinage de +o0o (resp. —00).

e La droite d’équation y = max + p (o1 (m,p) € R? sont fixés) est une asymptote oblique & la courbe Cr
au voisinage de 400 (resp. —o0) si lir_P [f(z) — (mz+p)] =0 (resp. lim [f(z)— (mzx+p)] =0)
T—r+00 T—r—00

e Plus généralement, si g est une fonction définie sur I de courbe représentative C, dans le repere,
on dira que la courbe C, est asymptote a C¢ au voisinage de 400 (resp. —o0)

si lim [f(z) = g(2)] =0 (esp. lim [f(z)—g(x)] = 0)
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POINT METHODE Comment étudier une branche infinie ?

Lorsque liril f(x) = %00, la courbe Cy admet une branche infinie qu’il faut étudier.
T—r 00

On étudie alors la limite lim @
r—+oo I

x Si la limite n’existe pas, il n’y a pas de branche parabolique ni d’asymptote.

* Si la limite Erin @) = m existe (ou m € RU{£o0}),
x o T

- lorsque m = oo, on dit que la courbe Cy présente une branche parabolique dans
la direction asymptotique (O;j) (il n’y a pas d’asymptote oblique)

- lorsque m = 0, on dit que la courbe C; présente une branche parabolique dans
la direction asymptotique (O; ;) (il n’y a pas d’asymptote)

- lorsque m € R*, on étudie la limite 1irin [f(x) — mz]
T—r OO
—>si ligl [f(x) —mx] = p € R, alors la droite y = ma + p est asymptote oblique & Cy
T—rLT 00

—>si lim [f(z) —ma] = £oo, alors on dit que la courbe Cy présente
x—rF00

une branche parabolique dans la direction asymptotique y = mx
— > sinon il n’y a pas de branche parabolique ni d’asymptote.

Comment étudier la position de la courbe par rapport a une éventuelle courbe asymptote ?

Si les courbes Cy et C4 sont asymptotes au voisinage de 'infini, la position respective
des deux courbes est donnée par I’étude du signe de f(z) — g(x).

POINT METHODE Comment étudier une fonction a valeurs réelles ?
1°/ On détermine le domaine de définition puis le domaine d’étude.
2°/ On précise la régularité de la fonction sur le domaine d’étude a 'aide des théoreme usuels.
On précise le sens de variation de la fonction sur ce domaine.
Pour cela, on peut éventuellement calculer la dérivée f’(z) lorsqu’elle existe et étudier son signe.
3°/ On précise les limites aux bornes et les valeurs exactes remarquables afin de compléter le tableau de variation
I1 doit contenir les bornes du domaine d’étude, les points ot f’ s’annule, les points de discontinuité,
et les points ou f n’est pas dérivable, .

4°/ On étudie les branches infinies lorsque c’est nécessaire.

5°/ On précise les (demi-)tangentes aux points de discontinuité, aux points ou f n’est pas dérivable
et aux points ou f a été prolongée

6°/ On place sur le dessin tous les éléments remarquables relevés dans 1’étude et on peut préciser le tracé
- en précisant la position de la courbe par rapport a d’éventuelles asymptotes, ou tangentes remarquables.

- en précisant les points d’intersection avec les axes.




