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CHAP X : LES STRUCTURES D’UN ESPACE VECTORIEL

d’espace vectoriel

I.1) Définition et premiers exemples

DEFINITION

On dit que (F,+,K.) est un espace vectoriel sur le corps K ou que (£, +,K.) est un K espace vectoriel
(et on note en abrégé E est un Kev) lorsqu’on définit sur 'ensemble E :

Structure d’espace vectoriel

K est le corps R ou C.

-une loi de composition interne + telle que (E,+) est un groupe commutatif;
-une loi externe : K:KxFEF — FE a opérateurs dans K
(,x) — ax
telle que : (1) Va e K,V(z,y) € E?, a.(x +y) = a.x + ay
(2) V(o B) EKQ,Vl'EE, (a+pB)e=az+ b
(3) V(a, B) e K2,V € E, a.(B.x) = (af).x
4 Ve e B, lx=x
Les éléments de 'espace vectoriel E sont alors appelés les vecteurs
et les éléments du corps K sont appelés les scalaires
Exemples : - L’ensemble des vecteurs du plan (ou ceux de I’espace) est un Rev
-(R,+,R.) est un R ev et (C,+,C.) est un Cev
- (C,+,R.) est aussi un Rev.
Les espaces vectoriels (C,+,C.) et (C, +,R.) sont différents.
PROPOSITION Produit cartésien d’espaces vectoriels
Si E et F sont des Kev, alors F x F' est aussi un Kev pour les lois
+: (E x F)? — ExF et K: Kx(ExF) — ExF
(@y). @.y)) = @+asy+y) (@)~ (az,ay)
Exemples : Pour tout entier naturel n, R™ et C" sont des Rev et C" est aussi un C ev.
PROPOSITION Espace vectoriel EX pour E Kev

Si E est un Kev et si X est un ensemble quelconque,

alors EX = F(X,E)={f: X — E} est un K ev pour les lois usuelles

Exemples :

RE Iensemble des fonctions & valeurs réelles définies sur R est un R ev

R’ I’ensemble des fonctions & valeurs réelles et définies sur un intervalle I de R est un Rev
RY = {(u,)nen|Vn € N, u,, € R} Pensemble des suites réelles est un Rev.

CN = {(2n)nen|Vn € N, 2, € C} I'ensemble des suites complexes est un Rev ou un Cev .
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I.2) Régles de calcul dans un Kev

PROPOSITION Reégles de calcul dans un Kev

Si E est un Kev, on note 0z I’élément neutre du groupe (E, +) alors :
eVreE, 0x=0g e VackK, alg=0g
eVreE, (-l)z=-2 et VYaekK, (—a)zr=-—(az)=a(-2)

eV(,z) eEKXE, ar=0g<sa=0ouz=0g

DEFINITION Combinaisons linéaires

Si E est un Kev,

e une combinaison linéaire (en abrégé CL) de n vecteurs x1, s, ..., x, de F est
n

un vecteur x de E qui s’écrit = = E ;r; Ou Qq,Qs,...,q, sont des scalaires de K
i=1
e une combinaison linéaire d’une famille (z;);c; de vecteurs de E ou I est un ensemble quelconque
est une combinaison linéaire d’'un nombre fini de vecteurs de E.

II) Sous-espace vectoriel d’un Kev

I1.1) Définition et caractérisations

DEFINITION Sous-espace vectoriel

Soit ' un K ev, une partie F' de E est un sous-espace vectoriel (en abrégé sev) de E lorsque :
1) Festnonvide: F #()
2) F eststable par +: V(z,y) € F?, 2 +y € F
3) F eststable par K.: Vax € F,VaeK, azxeF

METHODE En général, pour montrer que F # (), on montre que O € F

PROPOSITION Si F est un sev d'un Kev (£, +,K.) alors (F,+,K.) est aussi un K ev

METHODE En général, pour montrer qu'un ensemble F' est un Kev,
on montre que c’est un sev d’'un Kev E plus grand déja connu.

CARACTERISATIONS Caractérisation des sev d’un Kev

Si E est un Kev et si F' est une partie de E alors

1) Festunsevde E < F#0 et VaeKV(r,y) € F? ar+y€eF
2) Festunsevde E < F est non vide et F' est stable par combinaison linéaire.
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I1.2) Intersection et somme de sous-espaces vectoriels

PROPOSITION Intersection de sous-espaces vectoriels

Soit F un Kev,
e Si I' et G sont des sev de F alors ' N G est aussi un sev de
e Plus généralement, un intersection quelconque de sev de F est encore un sev de E c’est a dire :
Si I est un ensemble quelconque et (F;);c; est une famille de sev de E alors
ﬂ{x € EViel,x € F;} est unsevdeE
iel
Attention! C’est faux en général pour la réunion |FUG est unsev & F C G ou G C F| (cf ex R1)

DEFINITION et PROPOSITION Somme de sous-espaces vectoriels

Soit F un Kev,
e Si I’ et GG sont des sev , alors I'ensemble {a:F + xg } rrp € Fetag € G} est un sev de F

On dit que c’est le sev somme de sev F' et G et on le note F + G.
e Plus généralement, si Fy, Fy, ..., F, sont n sevde E (n € N, n > 2), leur somme

=1 =1

ZE=F1+F2+"'+Fn:{in‘weﬂlvnﬂv xier} est un sev de £

Linclusion F+ G C E est toujours vraie mais elle peut étre stricte.
Attention! Lorsque FE =F + G on sait que
pour tout vecteur x de E, il y a une décomposition du type x =xp+2xc oU zp€F et g€
Mais, en général, la décomposition n’est pas unique! (Voir ex A-7)

I1.4) Sous-espaces vectoriels supplémentaires

DEFINITION Sous-espaces vectoriels supplémentaires
Si F' et G sont des sev d'un Kev FE, on dit que F' et G sont supplémentaires lorsque
Ve e B, MNap,zg) € F X G, © =xp + 26
On note alors £ = F & G

CARACTERISATION E=F&G & FE=F+G e FNG={0g}

Attention, Il n’y a pas unicité du supplémentaire !
Dans ezercice A-7, Sy et Sy sont des supplémentaires de F dans R3 avec Sy # S,
Aussi, on ne dit pas “le” supplémentaire de F' dans E mais "un” supplémentaire de F' dans E

Egalement, un méme sev peut étre supplémentaire a plusieurs sev!
Dans Uexercice A-7 toujours, So est un supplémentaire de F et de G ou F et G sont des sev distincts
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III) Sous-espace affine d’un Kev

DEFINITION Sous-espace affine d’un et translation dans un Kev

Si E est un Kev,
e Si a est un vecteur de F, la translation 7, de vecteur a est 'application To: B — E
r — xT+a
e Une partie W de E est un sous-espace affine de F §’il existe un sev [’ de E et un vecteur a de E tel que
W soit I'image de F' par la translation de vecteur a : W ={a+z |z € F}={ye E|Jx € F, y=a+z}
On note alors W =a+F etona: reW&r—acklF

PROPOSITION et DEFINITION Direction d’un sous-espace affine

Si W est un sous-espace affine du K ev E. alors le sev dont il est I'image par une translation est unique.
H
On l'appelle direction de W et on le note W
é
Par contre, le vecteur a définissant la translation n’est pas unique : W =a+W < ae W

Exemples Description des sev et des sous-espace affine dans le plan et I’espace.
Retour sur I’ensemble des solutions d’'une équation différentielle linéaire premier ou du second ordre

DEFINITION Parallélisme dans un Kev

e — =
Les sous-espaces affines W et W’ d’un K ev F sont paralleles si W Cc W/ ou W Cc W

Exemples Parallélisme des droites dans le plan (ou I'espace) et colinéarité des vecteurs directeurs
Parallélisme d’un plan et d’une droite et coplanarité des vecteurs directeurs




