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CHAP V : DE NOUVELLES FONCTIONS DE REFERENCE

I) Le théoréme des bijections réciproques

THEOREME Théoréme des bijections réciproques

e Si [f: 1 — R] est continue sur U'intervalle I de R et si elle est strictement monotone sur /, alors
— elle est bijective de I sur l'intervalle J = f(I) et on peut définir sa réciproque [f~':J — I]
— la réciproque f~! est continue sur J et strictement monotone sur J de méme monotonie que f.

— Les représentations graphiques Cy et Cy—1 du couple des bijections réciproques f et f ~1 dans un repere
orthogonal sont des courbes qui sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice d’équation y = x

e Si, de plus, [f : I — R] est dérivable sur 'intervalle I alors

1

— f71 est dérivable en yy = f(xg) & f/(x9) # 0 et, dans ce cas, (f_1>/(y0) = m

— Si f~! n'est pas dérivable en yo = f(xo) (donc si f'(zo) = 0), alors la courbe représentative C;-1 de f~*
dans un repere orthogonal possede des demi-tangentes verticales au point de coordonnées (yo; o)

— En particulier,lorsque f’ ne s’annule pas sur I, la bijection réciproque f~!:.J — I est dérivable sur .J

et (f1) = =

I1) Les fonctions exponentielles et logarithmes

e Les fonctions logarithme népérien In et exponentielle exp sont des bijections réciproques.
e Cas des fonctions exponentielles et logarithmes de base quelconque :

DEFINITION et PROPOSITIONS Exponentielles et logarithmes de base quelconque

e Pour a > 0, on appelle fonction exponentielle de base a la fonction exp, définie sur R par :
Vo € R, exp, (1) = a* = e¥ne

e Pour a €]0, +oo[—{1}, on appelle fonction logarithme de base a la fonction log, définie sur ]0; +oo[ par :
Inz

YV > 0, log,(z) = b
n

Les propriétés algébriques usuelles s’étendent a ’exponentielle et au logarithme de base a :

oeVa>0,VreR, a® > 0, a’ =1, 1 =1 et aussi  exp = exp, et In =log, (de basee)
1

e Va > 0,Vb>0,Y(z,y) € R?, a®t = a*aY, a’t=—, (a®)¥ = a™ et (ab)* = a®b*
a,l'

e Va €]0, +oo[—{1},V(z,y) € (R%)?,Vn € Z,
log,(zy) = log, « + log, v, log, (E) = log, =z — log, y et log,(z™) = nlog, x
)
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PROPOSITIONS Etude des fonctions log, et exp,

e Pour a > 0, la fonction exp, est définie, continue et dérivable sur R et :
/
Vx € R, (a’”) = (eXpa)/(:E) = (ln a)a”” aussi elle est strictement monotone si a # 1 croissante si a > 1 et décroissante sinon

e Pour a €0, +oo[—{1}, la fonction log, est définie, continue et dérivable sur R et :

Vo >0, (loga)’(x) = 1—.— aussi elle est strictement monotone si a # 1 croissante si a > 1 et décroissante sinon
na xr

’ Tableaux de variations ‘

e Pour a € RY, — {1}, '8 =z pour x > 0 et log,(a”) =z pour z € R

Ainst, si a € RY — {1}, les fonctions exp, et log, sont des bijections réciproques

400 sia>1 0 sia>1 " _
. = . . = . a +00 siz — +oo poura > 1
lim a*=<¢ 1 sia=1 , lim a"=<¢ 1 sia=1 et — — Yoo sizo €10.1]
— S1 X —00 pour a
T 0  siago, % o0 sia€l0, 1 & P :

Sia e Ry — {1}, la courbe représentative de exp, admet l'axe des abscisses pour asymptote horizontale
ainst qu’une branche parabolique dans la direction (O;j)

=0

xggloolog“x ~ ] —oo sia€0,1] lim log, @ = +oo sia €]0,1] ot IETOO T

Si a e R% — {1}, la courbe représentative de log, admet une branche parabolique dans la direction (O; ;) en —+00
ainsi que [’axe des ordonnées pour asymptote verticale en 0

{+oo sia>1 {—oo sia>1 log,, ()

Représentation graphique de log,

Représentation graphique de exp,

. 1 log, (14 h 1
On aaussi  lim - —lna et lim 28 _ i og,(1+h) _
z—0 T z—1xr —1 h—0 h lna

(taux d’accroissement)
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ITI) Les fonctions puissances

DEFINITION Puissance o d’un réel x ou o € R

alnz

=xyxr et 1*=1

Si « est un réel quelconque, on définit : Vo >0, 2% =e
En particulier, pour « € Ret 2 >0: 2°>0, 2°=1, z2= Vo,
On a également les propriétés algébriques classiques :

1
Y(a, B) € RQ,V(x,y) € (Ri)z, ozl = goth, = —, (xo‘)ﬁ =z et % = (xy)®
xa

I

DEFINITION et PROPOSITIONS FEtude de la fonction puissance
Si v est un réel quelconque, on définit la fonction f, sur ]0; +oo[ par : Ve >0, fo(x)=2"

- La fonction f, est définie, continue et dérivable sur |0; +ool et : Vo >0, f, = () = az®!

de sorte que la fonction est monotone : strictement décroissante si o < 0 et strictement croissante si a > 0

| Tableau de variation |

[e%
De plus : Va € R*,Vx > 0, (30“)é = <x§> =z
Lorsque o € R*, les fonctions f, et f1 forment un couple de bijections réciproques

- Prolongement en 0
x Sia <0, lim 2% = 400 donc il n’y a pas de prolongement par continuité en 0

z—07F

mais la courbe représentative de f, admet I’axe des ordonnées pour asymptote verticale.
. C 0 sia>0
* Si o >0, f, est prolongeable par continuité en 0 en posant f,(0) = { 1 g 0

S1 v =
Par prolongement, on peut donc donner un sens a 0° qui est : 0° =1/
S 0 si @ > 1 donc la tangente a l'origine est horizontale
De plus, si a > 0 : —0 = g1 —+> 1 si @ = 1 donc la tangente a l'origine est selon la droite y = x
T — z—0

+00 si a €]0, 1] donc la tangente & l'origine est verticale

- Etude asymptotique en +oo :

x Sia<0, lim 2% =0 -etl'axe des abscisses est alors une asymptote horizontale & la courbe représentative de f,
T—r+00
*Sia>0, lim z2%=+00
T—>+00
x* a—1 +00 si @ > 1donc il y aune branche infinie dans la direction (O, j)
et —=uz —_— . . P o =
T T—+00 0 si a €]0,1[ donc il y a une branche infinie dans la direction (O, %)
PROPOSITION Croissances comparées
(Inx)~
o V(a e R xR* lim =0
( 7ﬁ) + T——400 xﬁ
o V(a,B) e RxRY, lim 2°|Inz|* =0
z—07F
9 eaa:
oV« €|0; +o0 lim — =+
(@.8) €l tocP,  tm Ty
e V(a, B) €]0; +00[?, lim |z|%e™ =0

T—r—00
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POINT METHODE Pour étudier une expression du type wu(z)*@®),
on la transforme en général en f(z) = e’ Mm(@)

IV) Fonctions circulaires réciproques

DEFINITION et PROPOSITIONS Fonction Arc sinus
La fonction Arc sinus, notée arcsin, est la bijection réciproque

de la fonction sinus restreinte a {,f; q aussi : [arcsin: [-1;1] — {,f; I] ]
2°2 22
: : Tm

Ve e [-1;1], y=arcsinz <& siny=z et y¢€ [—5; 5}
Elle est donc continue sur [—1; 1], strictement croissante sur [—1, 1]
et elle est impaire : Vz € [-1,1], arcsin(—x) = — arcsin(z)
Elle est aussi dérivable sur | — 1;1] :

1

Vo €] —1;1[, (arcsin)(x) =

V1—2?
Enfin, elle n’est pas dérivable en —1 et 1 mais sa courbe représentative
présente des demi-tangentes verticales aux points (—1, —g) et (1, g)

DEFINITION et PROPOSITIONS Fonction Arc cosinus

La fonction Arc cosinus, notée arccos, est la bijection réciproque de
la fonction cosinus restreinte & [0; 7| aussi : [arccos: [~1;1] — [O;ﬂ]

Ve e[-1;1], y=arccosz <& cosy=z et ye€0;n]
Elle est continue sur [—1; 1] et strictement décroissante sur [—1, 1].
Attention! Elle n’est pas paire :

Vo € [—1,1], arccos(—x) = m — arccos(x)

La fonction arccos est aussi dérivable sur | — 1;1] :
—1
Vo
Enfin, elle n’est pas dérivable en —1 et 1 : sa courbe représentative
présente des demi-tangentes verticales aux points (—1,7) et (1,0)

Vo €] —1;1], (arccos)'(x) =

DEFINITION et PROPOSITIONS Fonction Arc tangente

La fonction Arc tangente, notée arctan, est la bijection réciproque

. . N 71-
de la fonction tangente restreinte a } —3iy

VereR, y=arctanxr < tany=2x et ye]

ﬂ-[: [arctan:R%]—

T
272
T

2792

Elle est donc continue sur R, strictement croissante sur R
et elle est impaire : Vr € R, arctan(—xz) = — arctan(x)

Elle est dérivable sur R :

Ve € R, (arctan)'(z)

1
1+ 22

[[]
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PROPOSITIONS Quelques propriétés utiles
Vo € [-1;1], arccos(x) + arccos(—x) =7 et  Vxe[-1;1], arcsinx + arccosx = g
Vr € R*, arctanz + arctan 1o signe(x)z d’on  lim arctan(z) = T et lim arctan(x) = I
x 2 @400 2 T——00 2
lim arcsin(z) _ (arcsin)’(0) =1 lim arctan(z) _ (arctan)’(0) =1

z—0 x x—0 x

arccos(z) — 5
et im arccos(v) — § = (arccos)'(0) = —1, etc
x—0 €x

V) Fonctions hyperboliques

DEFINITION et PROPOSITIONS Sinus, cosinus et tangente hyperbolique
e +e” er —e " shr e —e® e -1
oV e R, ch(z) = —— sh(z) = —— et th(x) = = =
(z) 2 (z) 2 (z) chr e*+e* 41

e ch est une fonction paire, sh est une fonction impaire et th est une fonction impaire.

o Vr e R, ch®z —sh’z =1 et chr > 1 et -1 <thr<1
e Les fonctions ch, sh et th sont continues et dérivables sur R : ch’ = sh sh’ = ch
et : th'(z) = =1—th’»
() ch?z

sh et th sont donc strictement croissantes sur R et ch est strictement croissante sur [0; +o00]

x T

e e
lim ch(z) =400,  lim sh(z)= i lim (ch(z) = <) = Jim_(sh(z) ~ ) =0
o lim c (x) = +o0 QHH%OS (x) = +o0 mais Jim (e (x) 5 Jim (s (x) 5
La courbe d’équation y = - est une courbe asymptote aux représentations graphiques de ch et sh
e Enfin : lim th(x) =17 et lim th(z)=-1% donc
T—>+00 r——00
les droites d’équation y = 1 et y = —1 sont des asymptotes horizontales a la courbe représentative de th

, . . Sprésentati hi de th et coth
Représentations graphiques de ch et sh Réprésentation graphique de th et co
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VI) Fonctions hyperboliques réciproques

DEFINITION Fonctions Argsh, Argch et Argth

e La fonction argument sinus hyperbolique, notée argsh, est la bijection réciproque de la fonction sh.
argsh : R - R et VreR, y=argshr & shy==x

Elle est continue et strictement croissante sur R et elle est impaire.
1

V1422

La fonction argsh est aussi dérivable sur R : Vo € R, (argsh)'(x) =
e La fonction argument cosinus hyperbolique, notée argch, est la bijection réciproque de la fonction ch

restreinte a R, = [0; +00].

argch : [1; +oo[ — [0; 400 et  Vezel[l;+oo[, y=argchr < chy=x et ye0;+o0]

Elle est continue et strictement croissante sur R. Attention! Elle n’est pas paire.

1
vz -1

La fonction argch est dérivable sur |1; o0 : Va €]1; +o0|, (argch)'(z) =

e La fonction argument tangente hyperbolique, notée argth, est la bijection réciproque de la fonction th
argth : |—1;1[ - R et Vee]-1;1], y=argthr < thy==x

Elle est continue et strictement croissante sur | — 1; 1] et elle est impaire.
1

La fonction argth est continue sur | — 1; 1] et dérivable sur | — 1; 1] : Vo €] — 1; 1], (argth)'(z) = 1T




