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CHAP VII : GEOMETRIE ELEMENTAIRE DU PLAN

Dans ce chapitre, on notera P l’ensemble des points du plan et P ’ensemble des vecteurs du plan.
I) Mode de repérage dans le plan

DEFINITION Repére cartésien du plan

e Un repére cartésien du plan est un triplet (O;7,7) ou :
- O est un point du plan qu’on appelle l'origine du repére ;
- (7,7) est un couple de vecteurs du plan non colinéaires qu’on appelle une base du plan.
e Si (O;7,7) est un repére du plan, on dit que le repére est orthogonal si les vecteurs 7" et 7 sont orthogonaux
e Si (O;7,7) est un repére du plan, on dit que le repére est orthonormal si les vecteurs 7’ et 7 sont orthogonaux
et unitaires soit |2 = |7 =1
e Si (O;7,7) est un repére orthonormal du plan et si le plan est muni d’une orientation,
- on dira que le repére est orthonormal direct si le sens de 7 vers 7 est le sens positif (ou direct).
- on dira que le repére est orthonormal indirect si le sens de 7 vers 7 est le sens négatif (ou indirect).

THEOREME et DEFINITION Coordonnées dans un repére cartésien

e Si (O;7,7) est un repére du plan et si U est un vecteur du plan, alors il existe un unique couple (x,y) de réels
tels que o = z7'+ y7 : on dit que (z,y) sont les coordonnées de U dans la base (7,7) et on note & ( z )

On dit que x est ['abscisse et que y est ['ordonnée du vecteur U (resp. du point M)
e Si (O;7,7) est un repére du plan et si M est un point du plan, alors 'unique couple (z,y) de réels,

s
tels que OM = x7'+ yj'sont les coordonnées du point M dans le repére (O;7,7) et on note M (x;y)

COROLLAIRE Si A a pour coordonnées (z4,y4) et B apour coordonnées (rp,yp) dans le repére (O,7,7)
TB —TA

o — dans le repére (0,17,7)

alors A§ a pour coordonnées (

Rappels : Le barycentre G du systéme de n points pondérés {(Al, a1), (A2, a2), ..., (An, an)} existe lorsque Z a; 0
i=1
. . . N
et il est donné par la relation vectorielle : ZaiGAi = 0 On notera alors G = Bar{(A1, a1), (A2, a2), ..., (An, an)}

i=1

De plus, on a l'équivalence : G = Bar{(Al,al), (As, ), ..., (An,an)} & VMeP, > aMA;= <Z ai> M
i=1

=1

POINT METHODE Pour obtenir les relations entre les coordonnées (x,y) du point M dans le repére (O, 7, 7)
et ses coordonnées (X,Y’) dans le repére (2, I, J ), on écrit : OM = OQ + QM
qu’on exprime en fonction de 7’ et 7 puis on identifie par unicité des coordonnées dans (O, 7, 7)

DEFINITION Repére polaire et coordonnées polaires
ve) u(e)

Le plan étant rapporté a un repére orthonormal direct (O;7, 7).

e Lorsque 6 est un réel, , g
on appelle repere polaire attaché au réel 6 le repere (O; W (9), 7 (0))

qui est 'image du repére (O;7,7) par la rotation d’angle 6 dans le sens direct.

Le repére polaire (O; @ (A), ¥ (0)) est orthonormal direct et on a les relations : { ggz; - C_Ozli?gilf;gsz ;

e Si M (x;y) est un point du plan, et

si. OM =r7(0) ou (r,0) € R? alors on dit le couple (r,6) est un couple de coordonnées polaires de M.
Attention, les coordonnées polaires du points M existent toujours mais ne sont pas uniques !
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II) Produit scalaire et déterminant
Le plan P est muni d’une orientation ce qui permet de définir la notion d’angle orienté de vecteurs.

DEFINITIONS Produit scalaire et déterminant dans le plan
e Le produit scalaire de deux vecteurs U et ¥ du plan est le réel noté U qui vaut :
WU =0 si @ ou ¥ estnul et U = ||| |7 cos(W, V) sinon.

e Le déterminant de deux vecteurs U et ¥ du plan est le réel noté det(, ?) qui vaut :

det(?, ) =0 si ¥ ou U est nul et det(d,?) = || || V|| sin(, V) sinon.

PROPOSITIONS Interprétations géométriques du produit scalaire et du déterminant dans le plan

Si W= 1@ ot U = zﬁ, et si on appelle H le projeté orthogonal de C' sur la droite (AB) alors
e .V =AB x AH o | det(W; V)| est l'aire du parallélogramme contruit sur AB et AC

PROPRIETES Caractérisation de Uorthogonalité et de la colinéarité des vecteurs
a l’aide du produit scalaire et du déterminant

e Les vecteurs o et ¥ sont orthogonaux si et seulement si U =0.
e Les vecteurs U et U sont colinéaires si et seulement si  det(,?) = 0.

e En particulier, 7. = ||7|? et det(d, ) =0

PROPRIETES Symétrie, antisymétrie et bilinéarité
e Si W et U sont deux vecteurs du plan,
« V.U =0T on dit que le produit scalaire est symétrique ;
% det(V, W) = —det(W, V) on dit que le déterminant et antisymétrique.
o Si 7, U1 et U3 sont trois vecteurs du plan, et si a et B sont deux réels,

Do) +B0) = aW. o + BT et det(W,avt + B13) = adet(W, v7) + Bdet(T, v3)

Onditque ¥ —d. ¥ et U w— det(ﬁ, 7) sont des applications linéaires.
Par symétrie (resp. antisymétrie) on montre que o — .7 (resp. o — det(, 7)) est aussi linéaire.

e Le produit scalaire et le déterminant sont des formes bilinéaires car :
« les applications o — W. U et W+ W.U sont toutes deux linéaires;
x les applications ¥ ~— det(W, V) et U — det(w, V) sont toutes deux linéaires.

PROPOSITIONS Expression du produit scalaire et du déterminant dans une base orthonormée directe

/
. ) . - . T X
e Si le plan est rapporté a une base orthonormeée directe (7} 7), et si u < Y ) et ( Y ) sont deux vecteurs,
r 2
alors U =ax' +yy et det(W, V) = ’ vy ’ =zy —ya'
/
(égalité vraie si la base est seulement orthonormeée) Lorsque la base est quelconque, on a  det(w, 7)) = v det (7, 7)
——

#0
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II1) Droites et cercles dans le plan

Les représentations en coordonnées polaires des droites et des cercles seront étudiées dans le chapitre sur les courbes.

II1.1) Les différentes représentations d’une droite dans le plan en coordonnées cartésiennes

PROPOSITIONS et POINT METHODE Différents modes de représentation d’une droite
e Lorsque le plan est rapporté a un repére (O,7,7),

x on peut repérer la droite D par deux points A et B mais alors D passe par A et elle est dirigée par zﬁ

% on peut repérer la droite D par un point A(x4;y4) et un vecteur directeur 0 ( g )

- une représentation paramétrique de D est alors donnée par :
= t
M(z;y) €D <« 3JteR, AM = t1 & EIte]R,{‘T TA+ o

Yy=1ya+at

- une équation cartésienne de D est alors donnée par :
— _
M(z;y) €D < det(AM, W) =0 < oA a

=0
y—ya B

Réciproquement,

une équation du type azx + by + ¢ = 0 avec (a;b) # (0;0) représente une droite dirigée par le vecteur 4 < _ab >

e Lorsque le plan est rapporté a un repére (0,7, 7) est orthonormal (direct),

. . [ s 0
% on peut repérer la droite par un point A(x4;y4) et un vecteur normal w ( Z > ou i ( Z?I?Q ) pour 8 € R
It

- une équation cartésienne de D est alors donné par :

M(xz;y) €D & AM.7 =0 o alx —za)+by—ya)=0

Réciproquement,

une équation du type az + by + ¢ = 0 avec (a, b) # (0,0) représente une droite de vecteur normal K < Z >

- une équation normale de D est alors donné par :
%
— N
7

une équation du type zcosf + ysiné = p ou (4, p) € R?

0 & zcosf@+ysind =pottp=x4cosf+yssind

Réciproquement,

: 0
représente une droite telle que  d(O, D) = |plet de vecteur normal 77 ( Z?I?G >

PROPOSITION Distance d’un point & une droite

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O, 7, 7), la distance d(M, D) séparant le point M (xns;yar)
de la droite D passant par A et de vecteur normal 77 (d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0) est

2|

|AM .7/ |

HMD) = =) <

_axar + byar +c>
Va2 +b?
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DEFINITION et PROPOSITION Lignes de niveau d’une application scalaire

Si ¢ est une application scalaire c’est & dire une application définie sur le plan P et & valeurs réelles, alors
la ligne de niveau de ¢ associée au réel k est le lieu & des points M tel que p(M) =k : & = {M cP ‘ o(M) = k}

Si A est un point du plan P et U est un vecteur du plan P alors
—
- les lignes de niveaux de Papplication [M — AM.W] sont des droites normales a @
=
- les lignes de niveaux de Vapplication [M — det(AM, )] sont des droites dirigées par

II1.2) Les différentes représentations d’un cercle dans le plan en coordonnées cartésiennes

PROPOSITIONS et POINT METHODE Différents modes de représentation d’un cercle
Lorsque le plan est rapporté a un repére (O, 7, 7) orthonormal direct,

% on peut repérer C par son centre 2(a;b) et son rayon R

- une équation cartésienne de C est alors donnée par :
—
M(z;y) €€ & [|QM|? = R? & (v —a)?+ (y —b)? = R?
- une représentation paramétrique de C est alors donnée par :

r=a+ Rcosb

M(z;y) €C & EIGGR,{ y—b+ Rsinf

% on peut repérer C par son diameétre [AB] ou A(za;ya) et B(zp;yB)

une équation cartésienne de C est alors donnée par :

—
M(ziy) €€ & MAMB=0 & (z—za)(x —25)+ (v~ va)(y — y5) = 0
Réciproquement,

une équation 2% +y? 4+ 2ax +2by+c=0 o (a,b,c) € R3 représente soit un cercle, soit un point soit 0.

POINT METHODE Comment étudier U'intersection d’une droite et d’un cercle ?

Si D est un droite du plan et € est un cercle de centre €2 et de rayon R,

on note H la projection orthogonale de Q sur D alors U'intersection D N € dépend de la distance d(£2, D)
-s1d(Q,D) > R, alors DNEC=10;
- 81 d(Q, D) = R, alors DN C est réduite au point H et D est tangente a C
-1 d(Q, D) < R, alors DN C est réduite a deux points A et B tels que HA = HB = \/R? — d(Q; D)?

POINT METHODE Comment étudier l'intersection de deux cercles ?

Si € est un cercle de centre 2 et de rayon R et € est un cercle de centre Q' et de rayon R’

-si QO > R+ R alors CNEC =0 : Cet € sont extérieurs

-5 QQ = R+ R alors €N € est réduit a un point : € et €' sont tangents extérieurement
si |R— R'| <QQ < R+ R alors € et € sont sécants en deux points
- 81 QO = |R — R/| alors €N €’ est réduit & un point : € et €’ sont tangents intérieurement
si QO < |R— R'| alors €N € = () : P'un des cercles est intérieur a 'autre.
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IV) Utilisations des nombres complexes en géométrie plane

DEFINITION Identification au plan complexe, notion d’affize d’un point ou d’un vecteur

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé direct (O; ?, T]}) ce qui permet de 'identifier au plan complexe.
Le nombre complexe z = x + iy ot (z,y) € R? est alors associé

- soit au point M de coordonnées (x,y) dans (O; ,7)
——
- soit au vecteur @ = OM de coordonnées ( :; ) dans (?, ?)
On dit que z est 'affixe du point M (resp. du vecteur @ ) et on note M(z) (resp. ©(z))

PROPOSITION Nombre complexe et repére polaire

Si M a pour affixe z dans (O; ?, 7) alors un couple de coordonnées polaires de M est (|z|,0) ou 0 = arg(z)[27]

Si (0; W (), ¥ (H)) est le repere polaire attaché au réel 6 alors €% est I'affixe de W(0) et iei? est affixe de 7 (6)

PROPOSITION Utilisation du module et de Uargument
Si A, B,C et D sont les points d’affixes respectives a, b, ¢ et d dans le plan complexe et si r est un réel positif

o Laffixe du vecteur AB st b — a, AB=1b—al et (?, ﬁ) = arg(b — a)[27]

e Si A# Bet C'# D, alors (zﬁ,@) = arg (Z_C> [27].

—a

En particulier : - (AB) et (CD) sont paralleles < arg <z ) = Ofr] < Z_ CeR
- (AB) et (CD) sont perpendiculaires <  arg (Z — C) = g[ﬂ & — ciR
—a —a

e On peut aussi traduire des lieux géométriques a ’aide des nombres complexes :
- le cercle de centre A et de rayon r est {M(z) | |z —a| =71}
- le disque ouvert (resp. fermé) de centre A et de rayon r est {M(2) | |z —a| <r} (resp. {M(z) | [z —a| < 7})
- la médiatrice du segment [AB] est {M(2) ! |z —a|=]z—0|}
- la demi-droite |OMy) ot My est le point d’affixe €' est {M(2) | arg(z) = 6o[27]}

POINT METHODE Nature d’un triangle ABC

Pour étudier la nature du triangle ABC ou A, B et C sont des points distincts du plan d’affixes respectives a, b et c,
—a

on étudie le complexe Z =
c—a
On a alors : -ABC est rectangleen A < Z €iR
-ABC est isocéleen A & |Z|=1 et ABC est isocéle rectangleen A & Z =41

-ABC est équilatéral < 7 =et'3

PRrROPOSITION Produit scalaire et déterminant avec les nombre complezxes
Si z est laffixe du vecteur @ et 2’ celle du vecteur ¥ alors U. U =Re(z7) et det(?,?) = Im(z7')

En particulier, U et ¥ sont orthogonaux < Re(zz) = 0 et U et ¥ sont colinéaires < Im(z2') = 0
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PROPOSITION Barycentre et nombres complezes
n
Si Ay, Ag,..., A, sont n points du plan d’affixes respectives z1, 22, ..., 2z, et si (a1, a,...,q,) € R" avec Zai #£0
i=1
n
> aiz
i=1

alors le barycentre G du systéme de points pondérés {(Al, a1), (Ag,a2), ..., (An, an)} a pour affixe

n

Do
i=1

PROPOSITION Transformations planes et nombres complexes
Soit f la transformation du plan complexe qui au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2/,
e f est la symétrie de centre A(a) < 2/ =-z42a
o f est la symétrie d’axe (O; ?) (resp. (O; 7)) & 2 =7Z (resp. 2 = —%)
e f est la translation de vecteur U (o) < 2 =z+a«
e f est 'homothétie de centre Q(w) est de rapport k € R* & 2 —w=Fk(z —w)
e f est la rotation de centre Q(w) et d'angle § ( € R) < 2/ —w =¢"(z —w)
e f est la similitude directe de centre (w), de rapport k > 0 et d’angle § ( € R) < 2/ —w = ke (2 — w)

Cas de la transformation f du plan [z — az +b] o4 (a,b) € C* x C
qui au point M d’affize z associe le point M' d’affize az + b

-si a =1 alors f est la translation de vecteur W d’affixe b

-8l la] =1 et a # 1 alors f est une rotation d’angle un argument de a et de centre € seul point fixe de f :
w l'affixe de € est 'unique solution de z = az + b

- si |a] # 1 alors f est une similitude directe de rapport |a|, d’angle un argument de a et de centre 2
ou €2 est le seul point fixe de f aussi w 'affixe de €2 est 'unique solution de z = az + b

COROLLAIRE

La transformation f est une similitude directe < 3(a,b) e C* xC, 2 =az+b




