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CHAP VIII : COMPARAISON LOCALE DES FONCTIONS
DEVELOPPEMENTS LIMITES

I) Relations de comparaison entre les fonctions

Dans cette partie, a est un élément de R U {200} et I est un voisinage de a c¢’est a dire un intervalle de R du type :
e | —o0; Al avec A € R lorsque a = —o0;
e JA; oo avec A € R lorsque a = +00;
e Ja—h,a+ h] avec h > 0 si a € R et les fonction concernées sont définies a gauche et a droite de a
o [a,a+ h[ (resp. |a — h;a]) avec h > 0 si a € R si les fonctions ne sont définies qu’a droite (resp. & gauche) de a

1.1) Fonction dominée ou fonction négligeable devant une autre, notation O et o

DEFINITION f est dominée par ¢ au voisinage de a
Soit [p : I — R] une fonction réelle ne s’annulant pas sur I sauf peut étre en a, on dit que

la fonction [f : I — R] est dominée par la fonction ¢ au voisinage de a
lorsqu’il existe une application [C' : I — R] bornée sur [ telle que : Vz € I, f(z) = C(z)p(z)

Onmote  f=0u(¢) ou  f(x) = Ou(p())

DEFINITION f est négligeable devant ¢ au voisinage de a

Soit [p : I — R] une fonction réelle ne s’annulant pas sur I sauf peut étre en a, on dit qu
la fonction [f : I — R] est négligeable devant la fonction ¢ au voisinage de a

lorsqu’il existe une application [¢ : [ — R] telle que : Vz €I, f(x) =e(x)p(x) et lime(x) =0
T—a

Onnote  f=ouly) ou  f(x)=0s(0(x))

Ces définitions théoriques permettent de réaliser les preuves mais dans la pratique on utilise la caractérisation suivante :

PROPOSITION Caractérisation de o et O a Uaide du quotient i
P
! est bornée au voisinage de a ! —0
f=0up) & ¢ 7 et f=oup) & ¢ T
siael, ¢la)=0= f(a)=0 sia€l, @la)=0= f(a)=0

PoOINT METHODE Pour comparer deux fonctions f et ¢ au voisinage de a, on étudie le quotient i et on essaye
2

de montrer qu’il est borné au voisinage de a pour obtenir O, ou qu’il tend vers 0 si x tend vers a pour obtenir o,.

PROPOSITION Relation o et opérations
{ f=0a(yp) { f=0a(yp) { f=o0a(p)
. = Af = 0a(p) . = (f+g)=oalp) o = (f9) = 0a(¥?)
AER 9= 0a(¢p) 9 =0a(1)
f=0a(p)
e Si h est définie sur un voisinage J de b € RU {#o00} a valeurs dans I alors = (foh)=op(poh)
h(x —x—;b—> a
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Exemples de croissances comparées : Soit a, 5 et v des nombres réels avec 8 > 0 et v > 0,

Au voisinage de 400 : (In2)* = 0400 (") et 27 = 04 00(e7)
Au voisinage de 07 :  (Inz)® = og+ (z75) et Au voisinage de —o0 : e = 0_oo(z7P)

L.2) Equivalence entre deux fonctions, notation ~

DEFINITION f est équivalente a g au voisinage de a
Soient [f : I — R] et [g : I — R] deux fonctions réelles ne s’annulant pas sur I sauf peut étre en a, on dit que
la fonction f est équivalente a la fonction g au voisinage de a
lorsqu’il existe une application [0 : I — R] telle que : Vz € I, f(x) =6(x)g(x) et ligﬂ O(x)=1
r—a

On note alors f ~g g ou f(x) ~4 g(x)

On remarque que : frag & graf et frag & f=9+049)

ProprosITION Caractérisation de ~

s Dai S : :
a l'atde du quotient ; PROPOSITIONS Equivalents et signes
Equivalents et limites
© 1-a e Si f ~, petsip(z) >0 au voisinage de a
frae < alors f(z) > 0 au voisinage de a.
siacl, ¢(a)=0= f(a)=0
o Si f ~g, @ et si ¢ posséde en a une limite finie ou infinie
POINT METHODE  Pour montrer que f ~, ¢, alors f posséde elle aussi une limite en a
et lim f(z) = lim ¢(x)
f Tr—a T—a
on essaye de montrer que — —— 1

QD Tr—ra

PROPOSITIONS Opérations sur les équivalents
PROPOSITION Obtention des équivalents usuels

1) St fr~a p et p~g1  alors J~a .
Si f est dérivable en a et si f/(a) # 0 alors
2)Si ferap et gegt alors fgoeg ot
f(@) = f(a) ~a f'(a)(z — a)

: [
On a les équivalents usuels suivants : 8 Srap et gray alos g e ¥

4) Soient f et ¢ sont deux fonctions définies sur [

eC—1n~px In(1+z) ~px et soit h une fonction définie au voisinage de b
& valeurs dans l'intervalle I,
sinx ~g x shx~gx si fr~qp etsi h(x)ﬁa
T
alors f(h(z)) ~ o(h(z))
tanz ~o x th z ~o (Composition a 'intérieur ou changement de variables...)
arcsinz ~o x  arctanz ~o x A Taide des relations de trigonométrie, on trouve :
z? x?
(1+2)*—1~pazr (pour a € R fixé) 1_Cost0? et Chx_lNU?
Attention ! Pas de somme!
Autres équivalents usuels : frapetgrag & f4+grgp+1
chz=t"=%140,,(%) doit chzr~is S et Pas de composition a I’extérieur!

~ x —x —XT P P
Deméme : shx ~y 5, cho~ o S5 etshz~ o -5 fr~aw #hofr~ghop en général...
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II) Notion de développement limité

II-1) Développement limité au voisinage de 0

DEFINITION Développement limité au voisinage de 0
Soient n € N et I un voisinage de 0, la fonction [f : I — R| admet un développement limité & 'ordre n en 0
(en abrége f admet un DL, (0))s’il existe (n + 1) réels ag,a, - . ., a, et une fonction € : I — R tels que :

lime(z) =0
z—0

Veel, f(x)= Zakxk + z"e(x) et
k=0

n
autrement dit : Veel, f(x)= Z apz® 4 o(z")
k=0

PROPOSITION Unicité du développement limité et partie réguliére

Si f: I — R est une fonction admettant un DL, (0) de sorte qu’il existe
deux (n + 1)-listes de réels (ag, a1, ...,an) et (G, ai, ..., an)

n n
tels que : Ve el, f(z)= Zakxk +o(a") = dexk + o(x")
k=0 k=0

alors (ap,a1,...,an) = (Gg,a1,...,an)

n
DEFINITION On dit alors que la fonction polynéme P(x) = Z apz”
k=0

est la partie réguliére du DL, (0) de f.

COROLLAIRE DL et parité

COROLLAIRE DL d’ordre inférieur, troncature

Si f:I— R admet un DL, (0) donné par Soit f: I — R admettant un DLy (0)

fl@) =" apz® + o(a")
k=0

n
dont la partie réguliére est P(x) = Z apz®,
k=0

alors f admet un DI;(O) pour tout entier p < n

e si f est paire, alors

P P(x) ne contient que des puissances paires
dont la partie réguliére est Z apa® e si f est impaire, alors
k=0 P(z) ne contient que des puissance impaires.

On a alors :

PROPOSITION Cas des DLy(0) et des DL1(0)

f: I — R admet un DLy(0) si et seulement si f est continue en 0.

f(z) = f(0) +o(1)

f: I — R admet un DL;(0) si et seulement si f est dérivable en 0.
On a alors :  f(x) = f(0) + f(0)z + o(x)

Attention! Dés que n > 2, il est faux de penser que :
f admet un DL, (0) % f est n fois dérivable en 0 (voir Ex A-3)
On a, par contre, une "pseudo" réciproque avec la formule de Taylor-Young ci-aprés
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II-2) Formule de Taylor-Young et développements limités usuels

DEFINITION

Développement limité au voisinage de a

Soient n € N et I un voisinage du réel a,la fonction [f : I — R] admet un développement limité a 1’ordre n en a

(en abrégé f admet un DL, (a)) si la fonction [h+— f(a + h)]

définie sur Iy = {z — a|z € I} posséde un DL, (0)

c’est a dire qu’il existe des réels ag, a1, ..., ay et une fonction [e : Iy — R] avec }llin%] e(h) = 0 tels que :
—

fla+h)= Z agh® + h"e(h) ou f(z)
k=0

=Y ale - ) + (@ - a)e(w —a)
k=0

THEOREME
(admis)

alors f admet un DL, (a) donné par : Vz € I,

Formule de Taylor-Young

Soient n un entier naturel et I voisinage de a, si f : I — R est une fonction de classe C" sur I,

f(z)

- (‘T—a)k (k) P’
Z 1 f (a)—i—oa((x a) )

k=0

Développements limités au voisinage de 0 des fonctions uselles

1 n
1— 2 :chk+0($n) :1+ﬂf+$2+--'+xn+o(x")
k=0
1 n
1+:l:: ( 1)kxk+0(x”):1—x+x2+...+<_1)nxn+0<xn)
k=0
k=0 :
n 2k 2 4
x x x
ch z = (2k)! + 0<m2n+l) =1+ o1 + an +---+ O(x2n+1)
k=0
n 2k-+1 3 5
— 'ri 2n+2y _ £ 2 2n+2
sh z = (2k+1)‘+0(x )—x+3!+5!+ +o(x )
k=0
" 2k 2 4
cosz = 3 (=1 gy + o) = 1= Sk e+ 0@
k=0 : :
n 2k+1 3 5
z " x x n
Smx:z(_ ) (2k+1)'+0(x2 +2):$ 54-5%— —|—0(ac2 +2)
k=0
n
—1...(a—k+1
k=1 :
—1 —-1)...(a— 1
= 1+aac+a(a2 )x2+.. a(a—1) '(O‘ n+ )$n+0(xn)
n!

POINT METHODE Pour obtenir un DL, (a) de f, on peut :

- poser h = x — a et chercher un DL, (0) de [k — f(a+ h)]
- utiliser directement la formule de Taylor-Young sur f
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II-3) Opérations sur les développements limités

Les résultats de cette partie sont énoncés pour des DL(0) mais ils s’étendent aisément au DL(a).

I1.3.a) Somme et produit

PROPOSITION Somme et produit de DL

Soient f et g admettant en 0 des développement limités & ’ordre n qui s’écrivent :
f(x) =P(x)+o(z") et g(z)=Q(x)+o(z")
alors les fonctions f + g et fg admettent en 0 des développements limités & 'ordre n qui s’écrivent :
f@)+g(x) = P(x) + Q(x) +o(z") et f(z)g(x) = R(x) + o(z")
ol R est la fonction polynéme obtenue en ne gardant dans le produit P x @) que les termes de degré inférieur a n

Attention !
On ne peut pas obtenir de DL d’ordre strictement supérieur & n pour fg en partant de DL, pour f et g

Si f admet un DL, (0) et g admet un DL,,(0), alors on pourra calculer un DL de fg d’ordre au plus min(n,m)

I1.3.b) Composition et quotient

avec lim u(z) =0

) o I

Si u est une fonction avec lim u(z) = 0 et qui admet un DL, (0), alors

PROPOSITION DL de [:z: —

z—0
1 n
la fonction [$ > 1()] admet elle aussi un DL, (0) obtenu en prenant un DL, (0) de Z (u(:v))k
—u(x
k=0
PROPOSITION Développement limité de l'inverse d’une fonction et d’un quotient
1
e Si f admet un DL, (0) et si elle ne s’annule pas en 0 alors 7 admet un DL, (0).
) _ 1 1 1 1 f(z)
POINT METHODE il suffit d’écrire = = X otu(x)=1—"—"F= ——0
f@)  fO)+ (f(=) = f0))  f(0)  1—u(x) f(0) =—0
e Si f et g admettent des DL, (0) et si g(0) # 0 alors f admet un DL, (0).
g
1
POINT METHODE il suffit d’écrire /(@) = f(z) X —
9(z) g(x)
i , sin 15 2 5 6
Conséquence : Un DLg(0) de tanx est donné par : |tanz = =x+ 3% + IR + o(x”)
COS T

POINT METHODE Avant de démarrer les calculs, on réfléchit & I'ordre des DL usuels qu’il est nécessaire d’utiliser...
Il faut penser,par exemple, a utiliser les propriétés telles que la parité ou I'imparité de la fonction.
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I1.8.¢) Intégration et dérivation des développements limités

Intégration d’un développement limité

n
x) = Z apz® + o(a"

I<:+1 n+1
+kzok+1 + o(z™)

THEOREME

[f : I — R] est continue sur un voisinage I de 0 admettant un DL, (0) donné par

F(x) =

alors toute primitive F' de f sur I admet un DL,1(0) donnée par

Développements limités au voisinage de 0 de fonctions uselles obtenus par intégration

n k 2 3
1(1—5—:17):;( 1)k 1%4—0(90"):37—%—1—%—1— +o(z™)| et |In(1—x) Z——i—o 5 3
o (*Dk 2k+1 2n+2 3 z° n z?ntt 2n+2
® | arcts — ; I — .. Ry [ e —
arctan x k=02k+1r + o( == 3+5+ +(-1) 2n+1+0(9@ )

e Les développements limités de arcsin z, arccos x, argsh x, argch x et argth x s’obtiennent en intégrant ceux de leurs dérivées

Attention! On ne peut pas dériver les développements limités
[f : I — R] est dérivable et admet en 0 un DL,(0) # f" admet un DL,_1(0) (voir contre-ex Ex A-3)

POINT METHODE : Si on sait que f admet un DL,41(0) et f' admet un DL, (0) alors
la partie réguliere du DL, (0) de f’ s’obtient en dérivant celle du DL,1(0) de f

Mais :
Calcul des DL de tan(z) ou de th(xz) en x =0

Applications :

III) Applications a U’étude locale des courbes

III-1) Recherche d’équivalent, calcul de limites
Zak z —a)k +o((z —a)")

k=p

POINT METHODE : Si f admet un DL, (a) donné par f(x
f(@) ~a ap(x — a)?

ol ap # 0 est le premier coefficient non nul alors

III-2) Tangente a la courbe d’équation y = f(x)

PoINT METHODE : Si f admet au voisinage de a un développement limité de la forme
f(@) =ao+ai(z — a) + ap(z — a)? + o((z — a)?)

la position de la courbe par rapport a cette tangente est donnée par le signe de a,(z — a)P

alors I’équation de la tangente en a a la courbe y = f(z) est y = ap + a1(z — a) et , au voisinage de a

III-3) Asymptote a la courbe d’équation y = f(x)

Gp+1

+ o0

1

xP

)

f(x) =apz+ a1 +

POINT METHODE : Si f admet au voisinage de 400 une écriture de la forme

et la position au voisinage de U'infini de la courbe par rapport a cette asymptote est donnée par le signe de

alors la droite d’équation y = apz + a; est une asymptote oblique a la courbe y = f(z) au voisinage de I'infini
. . ap+1
P




