Construction d’espaces vectoriels
Rappel :

DEFINITION :  (FE,+,K.) est un K espace vectoriel noté Kev lorsque :

1) (E,+) est un groupe commutatif (d’élément neutre Og)
2) K:KxE — F

(Nzx) = Az
3) on a les lien suivants entre la loi K. et les autres lois :

est une loi externe a opérateurs dans le corps (K, 4+, X) (d’élément neutre 0 et 1)

a) (avec + de (E,+)) : v) (avec x du corps) :

VA e K, V(z,y) € B2, M(x+y)= z+\y V(A u) e KEVr € B, (A\u).x = A(p.x)
B) (avec + du corps) : 9) (avec l'unité du corps) :

VI p) ER2Vr € B, (A +p)x= Az +px Ve E, lx=ux

On appelle alors vecteurs les éléments de F et scalaires ceux de K.

On démontre, a partir des axiomes de définition, les régles de calculs suivantes :

a) Vo € E, 0.x=0g] b)[VA€K, A\0g=0]

c)’VmGE, (—1).:U:—m‘opposédezdans(E,Jr) d)’Pour(J:,)\)EExK, A.szE@)\:0oux:03‘

Démonstration :
- Pour a), on a, d'une part : 0.z = (0+0).x =0.x+0.x
—_—— ~—
0 élément neutre de (K, +, x) par )

Mais alors, en ajoutant 'opposé de 0.z qui existe dans (E,+), on a : —0.x + 0.2 = —0.x 4+ (0.2 + 0.x)

soit, par associativité de + dans (E,+) : —=0.z + 0.2 = (—0.2 + 0.2) + 0.z

or, par définition de 'opposé dans le groupe (E,+) : —0.x 4+ 0.z =0g donc on obtient : 0 =0g + 0.2

mais Og étant élément neutre pour la loi +, on a bien prouvé : Op =0.x
- Pour b), preuve analogue : \.0g = A.(0p+0g) = A\.0g + A.0g donc en ajoutant opposé de A\.0g qui existe dans (E, +)
—A0g + A0 = —-A0g + ()\.OE + /\.OE) \:,/ (—)\.OE + /\.OE) +A.0g soit finalement : Og = 0 + A\.0g = A.0g
——— |\ ——

=0gp par associativité =05
- Pour ¢), on a, par f) : x4+ (—1).x =(1—1).x =0.x puisque —1 est 'opposé de 1 dans le groupe (K, +)

donc z+ (—1).x =02 =0 para).

Or, P'unique élément du groupe (E,+) qui vérifie x + 2’ = Op est le symétrique —z de x pour + soit (—1).x = —x

- Pour d) : a) et b) prouve < donc il reste & établir 'implication directe =. Soit (A, z) € K x E avec \.x = 0g
soit A=0  soit A # 0 et alors — existe (inverse cad symétrique de A dans (K*, x) et :

1 1 1 1 1
Az =0 = X()\x) = X.OE mais X'OE =0r parb) et par ) et 0) : X()\x) = (X)\)x =lz==x

d’ou finalement : z =0z A

PROPOSITION Produit cartésien d’espaces vectoriels
Si E et F sont des Kev, alors E x I est aussi un Kev pour les lois

+: (E x F)? — ExF et K: Kx(ExF) — ExF
((x7y)a($l7y/)> = (v + a2y +y) (a, (:C,y)) = (az,ay)

Remarque : Le vecteur nul de E est (0g,0p).

Démonstration : 11 s’agit de vérifier axiomatique de la définition d’un espace vectoriel.
1) Montrons que (E x F,+) est un groupe commutatif :

*x + ainsi définie est bien une loi de composition interne sur £ x F

x + définie sur F X F est commutative en effet : V(x,y) € E x F\V(2',y') € E x F,

(z,y) + (@, y) = (x + 2",y +9) = (' + 2,9 +y) = (", y) + (z,9)

+ est commutative dans E et F




x + définie sur F X F' est associative : il s’agit de justifier que

v[@w), @), @) € (Bx )’ ((0,y) + @) + @ y") = (@,9) + (@ 9) + @, y")
or s ((m,9) + (@y) + (2",y") = (2 + 2y +3/) + (@) = ((w+2) + 2", (g + /) +3/")
et : (2.y) + ((@y) + @".y") = (0,9) + (@' + 2"y +9") = (2 + (@ +2"),y + y +y )

mais (E, +) est un groupe donc : (z+2')+a’ = 2+ (2'+2") et de méme, (F,+) est un groupe : (y+vy')+vy" = y+ (v +y")
I’égalité est donc établie.
* (0g,0F) est un élément neutre pour + sur £ x F' :
V(z,y) € EXF, (z,y)+ (0g,0p)=( 2+0g , y+0p )= (z,v)
=z dans (E,+) =z dans (F,+)
d’otu, par commutativité : (0g,0p) + (x,y) = (z,y) + (0g,0p) = (x,y)
« Tout élément de (E x F posséde un opposé pour la loi + de E x F
En effet, pour (z,y) € E X F, on peut définir (—z, —y) ot —z est 'opposé de = dans (E, +) et —y celui de y dans (F, +)
Par commutativité :  (—z,—y) + (z,y) = (z,y) + (—z,—y) = (z —z,y —y) = (0g,0F)
donc (—z, —y) est 'opposé de (x,y).
2) La loi K. correspond bien a une loi externe sur E' x F & opérateurs dans le corps K
3) On vérifie le lien entre les lois :
-a) VA€ K,V[(z,y), (@, y)] € (E x F)?,  X((z,y) + (x',y’))\://)\.(:r,y) + A.(2',y)
?
Or: A ((z,y)+ (@, y) =A@z+2,y+y) = (Alz+2), Ay +Y))
mais dans (E,+,K.) : A\.(z +2') = Ax + X2’ et dans (F,+,K.) : A.(y +¢') = Ay + N.¢/ donc
AM(zy) + (2,y) = Az + A2, Ay + Ay) = Az, Ay) + (A2/, Ay) =\ ( y) + (2, y)
- B) V(A p) € K% V(z,y) € EXF, ()\+#)-($,y)\=/}\~($ay)ﬂt-(iv,y) t(A+p)-(zy) = (A, A+ p)y)
?
et en utilisant ’axiome () dans chacune des composantes ot on travaille dans les espaces (E, +,K.) et (F,+,K)

ona:(Atp).(z,y) = Ao+ pz, Ay + py) = Az, Ay) + (pa,py) = A(z,y) + p.(z,y) d’ou s
-9) VO ) EREV(ey) € Ex F, (w)(ay) = A (m(@.y)  Or: (n)(z,) = (Aw)z, (n)y)

7
et en utilisant I’axiome ) dans chacune des composantes oil on travaille dans les espaces (E, +,K.) et (F,+,K)

ona: (An).(z,y) = (\(u2), \(y)) = X (pz, py) = A (p(2,y))
-0) :V(z,y) € ExF, 1.(z,y) = (La,Ly) = (z,y)
puisque ¢ est vérifiée sur chacune des composantes étant donnée que (E, +,K.) et (F,+,K.) sont des Kev. B

PROPOSITION Espace vectoriel EX pour E Kev

Si E est un Kev et si X est un ensemble quelconque,

alors EX = F(X,E)={f: X — E} est un K ev pour les lois :

v(f,9) € EX, f+9:[X ~ E } et VAeK,VfeEX, \f=

X
to—= f{t)+g(t) t

_>
—
. X = F
Remarque : le vecteur nul est ici Ogx =
t — Og

Eléments de démonstration :

On rappelle que |dans EX : f =g <Vt € X, f(t) = g(t) | Le lecteur établira alors aisément que

1) (EX,4) est un groupe commutatif dont I’élément neutre est Ogx et ot lopposé de f est —f = [ )t( : jl?(t) ]

Par exemple : pour la commutativité, pour prouver que f 4+ g = g + f, il suffit de justifier que :

MEX, ([raW={0tel) o gO+[0=(+ N0
ck cE + est commutative dans F

2) les axiomes «), (3), 7v) et §) sont vérifiés.
Par exemple : pour A € Ket (f,g) € (EX)Q, montrons \.(f + g) = A.f + A.g en prouvant 1’égalité des expressions.
Pour tout ¢t dans X :
MF+9)®) = A+t = A(FfO+90) = AfO+r90) = (MHO+RN90O) =
déf de K. déf de + par « dans E déf de K. déf de +

S+ Ag)(t) ®



