
Démonstrations exigibles sur le hapitre VDéfinition et propositions Fontion ArsinLa fontion arcsin est la bijetion réiproque de la restrition de la fontion sinus à l'intervalle [
−π

2 ,
π
2

].Elle est dé�nie, ontinue et stritement roissante sur [−1, 1] à valeurs dans [−π
2 ,

π
2

] et :
∀x ∈ [−1, 1], y = arcsin(x) ⇔ sin(y) = x et y ∈

[
−π

2 ,
π
2

]Elle est dérivable sur ]− 1, 1[ et : ∀x ∈]− 1, 1[, arcsin′(x) =
1√

1− x2Elle n'est pas dérivable en −1 et 1 mais sa ourbe représentative dans un repère orthonormal présentera aux pointsd'absisses 1 et −1 des tangentes vertiales. En�n, la fontion arcsin est une fontion impaire.La restrition de la fontion sinus à [
−π

2 ,
π
2

] réalise une bijetion de [
−π

2 ,
π
2

] dans [−1, 1] :elle est ontinue et stritement roissante sur [−π
2 ,

π
2

] et sin
([
−π

2 ,
π
2

])
= [−1, 1].En appliquant le théorème des bijetions réiproque, on peut dé�nir sa bijetion réiproque, qu'on appelle arcsin.C'est une appliation ontinue et stritement roissante sur [−1, 1] et à valeurs dans [−π

2 ,
π
2

]Pour x dans [−π
2 ,

π
2

], on sait que arcsin est dérivable en y = sin(x) si et seulement si sin′(x) = cos(x) 6= 0Aussi, la fontion arcsin est dérivable sur ]− 1, 1[ puisque cos(x) 6= 0 ⇔ x ∈
]

−π
2 , π

2

[et elle n'est pas dérivable en 1 = sin π
2 et en −1 = sin(−π

2 ). Néanmoins, sa ourbe représentative dans un repère orthonormalprésentera aux points d'absisses 1 et −1 des tangentes vertiales.De plus, appliquant la formule (

f−1
)

′

(y) = 1

f′
◦f−1(y)

ave f = sin
/
]

−
π
2

, π
2

[ : ∀y ∈]− 1, 1[, arcsin′(y) = 1

sin′

(
arcsin(y)

) = 1

cos
(
arcsin(y)

)Simpli�ons ette expression. On sait que arcsin(y) ∈
[
−π

2 ,
π
2

] don cos
(
arcsin(y)

)
> 0 et, par suite :

cos
(
arcsin(y)

)
=

∣
∣
∣ cos

(
arcsin(y)

)
∣
∣
∣ =

√

cos2
(
arcsin(y)

)
=

√

1− sin2
(
arcsin(y)

)
=

√

1− y2On a don justi�é que : ∀y ∈]− 1, 1[, arcsin′(y) =
1

√

1− y2Remarque : Mais alors arcsin′(y) −−−−→
y→±1

+∞ aussi, en appliquant le théorème de prolongement d'une dérivée,on retrouve que la fontion arcsin n'est pas dérivable en −1 et 1.En�n, pour x ∈ [−1, 1] : sin
(
arcsin(−x)

)
= −x = − sin(arcsinx) = sin(− arcsinx) par dé�nition de arcsin et par imparité de sinAussi a = arcsin(−x) et b = − arcsinx sont deux réels de [

−π
2 ,

π
2

] véri�ant sin(a) = sin(b).Or, la fontion sinus, restreinte à [
−π

2 ,
π
2

] est bijetive, don, en partiulier, injetive et on a don a = b.On a don justi�é que : ∀x ∈ [−1, 1], arcsin(−x) = − arcsin(x) autrement dit que arcsin est impaireDéfintion et propositions Fontion ArosLa fontion arccos est la bijetion réiproque de la restrition de la fontion osinus à l'intervalle [0, π].Elle est dé�nie, ontinue et stritement déroissante sur [−1, 1] à valeurs dans [0, π] et :
∀x ∈ [−1, 1], y = arccos(x) ⇔ cos(y) = x et y ∈ [0, π]Elle est dérivable sur ]− 1, 1[ et : ∀x ∈]− 1, 1[, arccos′(x) =

−1√
1− x2Elle n'est pas dérivable en −1 et 1 mais sa ourbe représentative dans un repère orthonormal présentera aux pointsd'absisses 1 et −1 des tangentes vertiales.La restrition de la fontion osinus à [0, π] réalise une bijetion de [0, π] dans [−1, 1] :elle est ontinue et stritement déroissante sur [0, π] et cos ([0, π]) = [−1, 1].En appliquant le théorème des bijetions réiproque, on peut dé�nir sa bijetion réiproque, qu'on appelle arccos.C'est une appliation ontinue et stritement déroissante sur [−1, 1] et à valeurs dans [0, π]Pour x dans [0, π], on sait que arccos est dérivable en y = cos(x) si et seulement si cos′(x) = − sin(x) 6= 0Aussi, la fontion arccos est dérivable sur ] − 1, 1[ puisque sin(x) 6= 0 ⇔ x ∈ ]0, π[ et elle n'est pas dérivable en −1 et 1 mais sa ourbereprésentative dans un repère orthonormal présentera aux points d'absisses 1 et −1 des tangentes vertiales.De plus, appliquant la formule (

f−1
)

′

(y) = 1

f′
◦f−1(y)

ave f = cos/]0,π[ : ∀y ∈]− 1, 1[, arccos′(y) = 1

cos′
(
arccos(y)

) = 1

− sin
(
arccos(y)

)Simpli�ons ette expression. On sait que arccos(y) ∈ [0, π] don sin
(
arccos(y)

)
> 0 et, par suite :

sin
(
arccos(y)

)
=

∣
∣
∣ sin

(
arccos(y)

)
∣
∣
∣ =

√

sin2
(
arccos(y)

)
=

√

1− cos2
(
arccos(y)

)
=

√

1− y2On a don justi�é que : ∀y ∈]− 1, 1[, arccos′(y) =
−1

√

1− y2Remarque : arccos′(y) −−−−→
y→±1

+∞ aussi, en appliquant le théorème de prolongement d'une dérivée,on retrouve que la fontion arccos n'est pas dérivable en −1 et 1
1



Définition et propositions Fontion ArtanLa fontion arctan est la bijetion réiproque de la restrition de la fontion tangente à l'intervalle ]
−π

2 ,
π
2

[.Elle est dé�nie, ontinue et stritement roissante sur R à valeurs dans ]−π
2 ,

π
2

[ et :
∀x ∈ R, y = arctan(x) ⇔ tan(y) = x et y ∈

]
−π

2 ,
π
2

[Elle est dérivable sur R et : ∀x ∈ R, arctan′(x) =
1

1 + x2
En�n, la fontion arctan est une fontion impaire.La restrition de la fontion tangente à ]

−π
2 ,

π
2

[ réalise une bijetion de ]
−π

2 ,
π
2

[ dans R :elle est ontinue et stritement roissante sur ]−π
2 ,

π
2

[ et tan
(]
−π

2 ,
π
2

[)
= R.En appliquant le théorème des bijetions réiproque, on peut dé�nir sa bijetion réiproque, qu'on appelle arctan.C'est une appliation ontinue et stritement roissante sur R et à valeurs dans ]−π

2 ,
π
2

[Pour x dans ]−π
2 ,

π
2

[, on sait que arctan est dérivable en y = tan(x) si et seulement si tan′(x) = 1 + tan2(x) 6= 0Aussi, la fontion arctan est dérivable sur R puisque ∀x ∈
]

−π
2 , π

2

[

, 1 + tan2(x) 6= 0De plus, appliquant la formule (

f−1
)

′

(y) = 1

f′
◦f−1(y)

ave f = tan
/
]

−
π
2
, π
2

[ :
∀y ∈ R, arctan′(y) =

1

tan′
(
arctan(y)

) =
1

1 + tan2
(
arctan(y)

) =
1

1 + y2En�n, pour x ∈ R : tan
(
arctan(−x)

)
= −x = − tan(arctanx) = tan(− arctanx) par dé�nition de arctan et par imparité de tanAussi a = arctan(−x) et b = − arctanx sont deux réels de ]

−π
2 ,

π
2

[ véri�ant tan(a) = tan(b).Or, la fontion tangente, restreinte à ]
−π

2 ,
π
2

[ est bijetive, don, en partiulier, injetive et on a don a = b.On a don justi�é que : ∀x ∈ R, arctan(−x) = − arctan(x) autrement dit que arctan est impairePropositions Des relations utiles
1) ∀x ∈ [−1, 1], arccos(x) + arcsin(x) =

π

2
2) ∀x ∈ [−1, 1], arccos(−x) + arccos(x) = π

3) ∀x ∈ R
∗, arctanx+ arctan

1

x
= sg(x)π

2

4) lim
x→0

arctanx

x
= 1 5) lim

x→0

arcsinx

x
= 1 6) lim

x→0

arccosx− π
2

x
= −11) Preuve analytique On introduit la fontion [f : x 7→ arccosx+ arcsinx]Cette appliation est dé�nie et ontinue sur [−1, 1] omme somme de fontions usuelles .Elle est aussi dérivable sur l'intervalle ]− 1, 1[ et : ∀x ∈]− 1, 1[, f ′(x) =

1√
1− x2

+
−1√
1− x2

= 0.La fontion f est don onstante sur ]− 1, 1[ : ∃k ∈ R, ∀x ∈]− 1, 1[, f(x) = k et, par ontinuité, on a : ∀x ∈ [−1, 1], f(x) = kPour déterminer la onstante k, on évalue en 0 : f(0) = arccos 0 + arcsin 0 =
π

2
+ 0 =

π

2Preuve algébrique : ∀x ∈ [−1, 1], sin
(
π
2 − arccosx

)
= cos(arccosx) = x = sin(arcsinx)Aussi a = π

2 − arccosx et b = − arcsinx sont deux réels de [
−π

2 ,
π
2

] (en e�et arccos x ∈ [0, π] ⇒
π

2
− arccos x ∈

[

−
π

2
,
π

2

])Et, on a sin(a) = sin(b). Or, la fontion sinus, restreinte à [
−π

2 ,
π
2

] est bijetive, don, en partiulier, injetive et don a = b.On a don justi�é que : ∀x ∈ [−1, 1], π
2 − arccosx = arcsin(x)2) Preuve analytique On introduit la fontion [f : x 7→ arccosx+ arccos(−x)]Cette appliation est dé�nie et ontinue sur [−1, 1] (somme et omposée de fontions usuelles) .Elle est aussi dérivable sur l'intervalle ]− 1, 1[ et : ∀x ∈]− 1, 1[, f ′(x) =

−1√
1− x2

+ (−1)× −1
√

1− (−x)2
= 0.La fontion f est don onstante sur ]− 1, 1[ : ∃k ∈ R, ∀x ∈]− 1, 1[, f(x) = k et, par ontinuité, on a : ∀x ∈ [−1, 1], f(x) = kPour déterminer la onstante k, on évalue en 0 : f(0) = arccos 0 + arccos 0 =

π

2
+

π

2
= π Là aussi, une preuve algébrique est possible.Preuve algébrique : ∀x ∈ [−1, 1], cos(arccos(−x)) = −x et cos(π − arccosx) = − cos(arccosx) = −xAussi a = arccos(−x) et b = π − arccosx sont deux réels de [0, π] (en e�et arccos x ∈ [0, π] ⇒ π − arccos x ∈ [0, π])Et, on a cos(a) = cos(b). Or, la fontion osinus, restreinte à [0, π] est bijetive, don, en partiulier, injetive et don a = b.On a don justi�é que : ∀x ∈ [−1, 1], π − arccosx = arccos(−x)

2



3) Preuve analytique On introduit la fontion [
f : x 7→ arctanx+ arctan 1

x

]Cette appliation est dé�nie et ontinue en tout point de R
∗.Elle est impaire : ∀x ∈ R

∗, f(−x) = arctan(−x) + arctan 1
−x

= − arctanx− arctan 1
x
= −f(x) par imparité de arctanElle est dérivable sur l'intervalle ]0,+∞[ par omposition : ∀x ∈]0,+∞[, f ′(x) =

1

1 + x2
+

(

− 1

x2

)

× 1

1 +
(
1
x

)2 =
1

1 + x2
− 1

x2 + 1
= 0.La fontion f est don onstante sur ]0,+∞[ : ∃k ∈ R, ∀x ∈]0,+∞[, f(x) = kPour déterminer la onstante k, on évalue en 1 : f(0) = arctan 1 + arctan(1) =

π

4
+

π

4
=

π

2On a don : ∀x > 0, f(x) =
π

2
et, par imparité, ∀x < 0, f(x) = − f(−x)

︸ ︷︷ ︸

=π
2 ar −x>0

= −π

2Preuve algébrique : ∀x ∈ R
∗, a = arctan 1

x
alors a ∈ et

]
−π

2 ,
π
2

[ et tan a = tan(arctan 1
x
) = 1

x- si x > 0 alors : b = π
2 − arctanx

︸ ︷︷ ︸

∈]0,π2 [

∈
]
0, π2

[ et tan b =
sin(π2 − arctanx)

cos(π2 − arctanx)
=

cos(arctanx)

sin(arctanx)
=

1

tan(arctanx)
=

1

xaussi tan a = tan b ave (a, b) ∈
]
−π

2 ,
π
2

[2 or tan est bijetive sur ]−π
2 ,

π
2

[ don a = b.- si x < 0 alors : b = −π
2 − arctanx

︸ ︷︷ ︸

∈]−π
2 ,0[

∈
]
−π

2 , 0
[ et tan b =

sin(−
π
2− arctanx)

cos(−π
2 − arctanx)

=
− cos(arctanx)

− sin(arctanx)
=

1

tan(arctanx)
=

1

xaussi tan a = tan b ave (a, b) ∈
]
−π

2 ,
π
2

[2 or tan est bijetive sur ]−π
2 ,

π
2

[ don a = b.Pour 4),5),6) Il su�t de onsidérer des taux d'aroissement en 0 :4) lim
x→0

arctanx

x
= lim

x→0

arctanx− arctan 0

x− 0
= arctan′(0) =

1

1 + 02
= 15) lim

x→0

arcsinx

x
= lim

x→0

arcsinx− arcsin 0

x− 0
= arcsin′(0) =

1√
1− 02

= 16) lim
x→0

arccosx− π
2

x
= lim

x→0

arccosx− arccos 0

x− 0
= arccos′(0) = − 1√

1− 02
= −1
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