Démonstrations exigibles sur le chapitre V

DEFINITION ET PROPOSITIONS Fonction Arecsin

La fonction arcsin est la bijection réciproque de la restriction de la fonction sinus a l'intervalle [f%, %]
Elle est définie, continue et strictement croissante sur [—1, 1] & valeurs dans [fg, ] e
Vo € [-1,1], y = arcsin(z) < sin(y) =zety e [—%,F]
Elle est dérivable sur | — 1,1[et : Vz €] — 1,1, arcsin’(z) = =
—x
Elle n’est pas dérivable en —1 et 1 mais sa courbe représentative dans un repére orthonormal présentera aux points
d’abscisses 1 et —1 des tangentes verticales. Enfin, la fonction arcsin est une fonction impaire.
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La restriction de la fonction sinus a [75, g} réalise une bijection de [f%, %} dans [-1,1] :
elle est continue et strictement croissante sur [fg, g} et sin ([fg, %D =[-1,1].
En appliquant le théoréme des bijections réciproque, on peut définir sa bijection réciproque, qu’on appelle arcsin.

C’est une application continue et strictement croissante sur [—1, 1] et & valeurs dans [—%, %]

Pour z dans [—Z, Z], on sait que arcsin est dérivable en y = sin(z) si et seulement si  sin’(z) = cos(z) # 0

Aussi, la fonction arcsin est dérivable sur ] — 1, 1] puisque cos(z) 0 & ze]-7, %

et elle n’est pas dérivable en 1 = sinZ et en —1 = sin(—%). Néanmoins, sa courbe représentative dans un repére orthonormal
présentera aux points d’abscisses 1 et 71 des tangentes verticales.
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De plus, appliquant la formule (f 1) (y) = W avec f = sm } z, %[ Vy E] — 1, 1[, arcsm (y) e (arcsin(y)) i (arcsin(y))
Simplifions cette expression. On sait que  arcsin(y fg, %] donc  cos (arcsin(y)) > 0 et, par suite :
cos (arcsin(y)) = ‘ cos (arcsin(y) ‘ \/ (arcsin(y)) = \/1 —sin® (aresin(y)) = /1 — 2
1

On a donc justifié que : Vy €] —1,1], arcsin’(y) =
VI-2

Remarque : Mais alors arcsin’(y) —— +o00 aussi, en appliquant le théoréme de prolongement d’une dérivée,

on retrouve que la foné/t;)fllarcsin n’est pas dérivable en —1 et 1.
Enfin, pour z € [-1,1] : sin (arcsin(—z)) = —z = —sin(arcsinz) = sin(— arcsinZ) por dsinition de arcsin <t par imparité de sin
Aussi @ =arcsin(—z) et b= —arcsinz sont deux réels de [—%, 2] vérifiant sin(a) = sin(b).
Or, la fonction sinus, restreinte a [fg, %] est bijective, donc, en particulier, injective et on a donc a = b.
On a donc justifié que : Vo € [-1,1], arcsin(—xz) = —arcsin(z) autrement dit que arcsin est impaire
DEFINTION ET PROPOSITIONS Fonction Arccos

La fonction arccos est la bijection réciproque de la restriction de la fonction cosinus a l'intervalle [0, 7).
Elle est définie, continue et strictement décroissante sur [—1, 1] & valeurs dans [0, 7] et :
Vo e [-1,1], y = arccos(x) & cos(y) =z ety € [0, 7]
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Elle n’est pas dérivable en —1 et 1 mais sa courbe représentative dans un repére orthonormal présentera aux points
d’abscisses 1 et —1 des tangentes verticales.

Elle est dérivable sur | — 1,1[ et : Va €] —1,1[, arccos'(x) =

La restriction de la fonction cosinus & [0, 7] réalise une bijection de [0, 7] dans [—1,1] :

elle est continue et strictement décroissante sur [0, 7] et cos ([0, 7]) = [—1,1].

En appliquant le théoréme des bijections réciproque, on peut définir sa bijection réciproque, qu’on appelle arccos.

C’est une application continue et strictement décroissante sur [—1, 1] et & valeurs dans [0, 7]

Pour z dans [0, 7], on sait que  arccos est dérivable en y = cos(z) si et seulement si  cos’(z) = —sin(z) # 0

Aussi, la fonction arccos est dérivable sur | — 1, 1] puisque sin(z) #0 « = € ]o,«[ et elle n’est pas dérivable en —1 et 1 mais sa courbe
représentative dans un repére orthonormal présentera aux points d’abscisses 1 et —1 des tangentes verticales.

De plus, appliquant la formule (f’l)/(y) e avec f = cos/jo, [ : Vy E] — 1, 1[, aI‘CCOS/(y) = 1

cos’ (arccos(y)) - —sin (arccos(y))
Simplifions cette expression. On sait que arccos(y) € [0,7] donc  sin (arccos(y)) >0 et, par suite :

sin (arccos(y))’ = \/sin2 (arccos(y)) = \/1 — cos? (arccos(y)) = /1 —y?

1
flof=1(y)

sin (arccos(y)) =
1—1y2

Remarque : arccos’(y) —; 400 aussi, en appliquant le théoréme de prolongement d’une dérivée,
il b P

On a donc justifiée que : Yy €] — 1,1[, arccos'(y) =

on retrouve que la fonction arccos n’est pas dérivable en —1 et 1



DEFINITION ET PROPOSITIONS Fonction Arctan

La fonction arctan est la bijection réciproque de la restriction de la fonction tangente a lintervalle ]—g, 5 [
Elle est définie, continue et strictement croissante sur R & valeurs dans } 5y [ et :
Vr € R, yfarctan()@tan(y)fxetyE] 2,2[

Elle est dérivable sur R et : Vz € R, arctan’(z) = T2 Enfin, la fonction arctan est une fonction impaire.
x

La restriction de la fonction tangente & |—Z, Z [ réalise une bijection de |—%, %[ dans R :

elle est continue et strictement croissante sur |—%,Z[ et tan(]—3,%[) =R.

En appliquant le théoréme des bijections réciproque, on peut définir sa bijection réciproque, qu’on appelle arctan.
C’est une apphcatlon continue et strictement croissante sur R et a valeurs dans }f— L [
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Pour z dans |—Z, X[, on sait que  arctan est dérivable en y = tan(z) si et seulement si  tan’(z) = 1+ tan?(z) # 0

Aussi, la fonction arctan est dérivable sur R puisque Vz € |-, Z[, 1+ tan?(z) #0

De plus, appliquant la formule (ffl)/(y) = avec f = tan

1
frof=1(w)

Tl 1 1
!/
v ER, arctan'(y) = tan’ (arctan(y)) T 1+ tan? (arctan(y)) T 142
Enfin, pour z € R : tan (arctan(—z)) = —z = — tan(arctanz) = tan(— arctan ) par definition de arctan et par imparité de tan
Aussi a=arctan(—z) et b= —arctanz sont deux réels de |—Z, 2| vérifiant tan(a) = tan(b).
Or, la fonction tangente, restreinte & } 0 [ est bijective, donc, en particulier, injective et on a donc a = b.
On a donc justifié que : Vo € R, arctan(—z) = —arctan(xz) autrement dit que arctan est impaire

PROPOSITIONS Des relations utiles
1) Vze[-1,1], arccos(x)+ arcsin(x) = g 2) Vxe[-1,1], arccos(—x)+ arccos(z) =
N 1 m
3) Vx €R*, arctanz + arctan— = sg(z)§
x
t i arccosxr — %
4) lim EET 1 5 m et o1 6) lim e 2 = ]
z—0 x z—0 T z—0 X

1) Preuve analytique On introduit la fonction [f : x — arccosz + arcsin ]

Cette application est définie et continue sur [—1,1] comme somme de fonctions usuelles .
1 -1
Elle est aussi dérivable sur 'intervalle | — 1,1[ et : Vx €] — 1, 1], "(x) = + =0.
- 1.1] R R

La fonction f est donc constante sur | —1,1[: Jk € R,Vx €] —1,1[, f(z) =k et, par continuité, on a : Vo € [—-1,1], f(z) =k
Pour déterminer la constante k, on évalue en 0 :  f(0) = arccos0 + arcsin0 = Ti0==C

2 2
Preuve algébrique : Vz € [-1,1], sin (% — arccosz) = cos(arccosz) = x = sin(arcsin z)
Aussi a= 7 —arccosx et b= —arcsinz sont deux réels de [fg, g} (en effet arccosz € [0,7] = Z — arccosz € [—3,%])

Et, on a sin(a) = sin(b). Or, la fonction sinus, restreinte a |—% %] est bljectlve donc, en particulier, injective et donc a = b.

Y
On a donc justifié que : Vo € [-1,1], 7 — arccosz = arcsin(x)

2) Preuve analytique On introduit la fonction [f : z — arccosz + arccos(—x)]
Cette application est définie et continue sur [—1, 1] (somme et composée de fonctions usuelles) -

-1 -1
Elle est aussi dérivable sur lintervalle | — 1,1[ et : Va €] —1,1[, f'(z) = + (1) X —==0.
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La fonction f est donc constante sur | —1,1[: Jk € R,Vax €] —1,1[, f(x) =k et, par continuité, on a : Vo € [-1,1], f(z) =k
v ™

Pour déterminer la constante k, on évalue en 0 : f(0) = arccos0 + arccos0 = 5 + 5 = 7 La aussi, une preuve algébrique est possible.

Preuve algébrique : Vz € [—1,1], cos(arccos(—x)) = —z et cos(m — arccosz) = — cos(arccosz) = —x

Aussi  a = arccos(—z) et b=m —arccosz sont deux réels de [0, 7] (en effet arccosz € [0,7] = m — arccosz € [0, ])

Et, on a cos(a) = cos(b). Or, la fonction cosinus, restreinte a [0, 7] est bijective, donc, en particulier, injective et donc a = b.
On a donc justifié que : Vo € [-1,1], 7 — arccosz = arccos(—z)




3) Preuve analytique On introduit la fonction [f : T — arctan z + arctan %]
Cette application est définie et continue en tout point de R*.
Elle est impaire : Vo € R*, f(—z) = arctan(—x) + arctan -~ = — arctanz — arctan < = — f(z) par imparité de arctan

1 1 1 1 1
Elle est dérivable sur l'intervalle |0, +00[ par composition 1~V €]0, +00[, f'(z) = lJr—z2+ (—;) X = (1)2 =172 2Z11- 0
La fonction f est donc constante sur |0, +oo[ : Ik € R,Vz €]0,4+00[, f(z)=k
Pour déterminer la constante k, on évalue en 1 : f(0) = arctan 1 + arctan(l) = g + g = g
Onadonc: Vx>0, f(z)= z et, par imparité, Vx <0, f(z)=—- f(-z) = -z
2 AN/ 2

Preuve algébrique : Vz € R*, a=arctand alorsa€et|-3,Z[ et tana=tan(arctani)=1

2
sin(Z — arctan x t 1 1
-si x > 0 alors : bzgfarctanxe}(),%[ et tanb = (i ) :c'os(arc anz): = —
T/—[/ cos(§ —arctanz)  sin(arctanz)  tan(arctanz)
€lo,z
aussi tana = tanb avec (a,b) € }fg, z [2 or tan est bijective sur }fg, z [ donc a = b.
sin(=2 — arctanx — t 1 1
-siz<Oalors: b=—% —arctanz € |—2,0[ et tanb= (Z ) = c?s(arc anz) = S
~—— cos(—% —arctanz)  —sin(arctanz)  tan(arctanz) x

€]-2.,0]

3
aussi tana = tanb avec (a,b) € }fg, z [2 or tan est bijective sur }fg, z [ donc a = b.

Pour 4),5),6) Il suffit de considérer des taux d’accroissement en 0 :

arctan arctan xz — arctan( 1
) =i —— % arctan’(0) = 3753
arcsi arcsi — arcsin 0 1
5) lim STy ST T AR aresin/(0) = —— = 1
z—0 T z—0 x—0 m
arccosr — = arccos x — arccos0 1
6) lim ————2 = lim = arccos' (0) = ——= = —1
z—0 T z—0 x—0 v1—02



