Démonstrations exigibles sur les compléments du chapitre V

PROPOSITIONS Injectivité, surjectivité et composition
Soient E, F' et GG des ensembles quelconques et f: E — F et g¢g:F — G des applications.
1) Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

g o f injective

L = g injective.
f surjective g njectiv

La réciproque est fausse mais on a : 1’) go f injective = f injective et 17) {

Pour construire un contre-exemple, on doit choisir : f injective et non surjective, g non injective et g o f injective.
2) Si f et g sont sujectives, alors g o f est surjective.

g o f surjective

La réciproque est fausse mais on a : 2’ surjective = g surjective et 27 O
réciproqu usse mais on ) go f surjectiv g surjectiv ){glnjectlve

= f surjective.

Pour construire un contre-exemple, on doit choisir : f non surjective, g non injective et surjective et g o f surjective.

Preuve de 1) | :

- On suppose que : f est injective c’est a dire que : V(z,2') € B2, f(x) = f(2')
g est injective c’est a dire que :  Y(y,v) € F2, g(y) = g(¥/)

- On veut prouver que : go f est injective soit : V(z,2') € E?, go f(x)=go f(z') = z=2a" (%).

- Aussi, on se donne (z,2) € E? quelconque avec go f(z) = go f(a'). Il s’agit de montrer que : =z = x'.

Mais : go f(z) = go f(z') © g(f(x)) = g(f(z')) = f(z)=f(a') en utilisant (i) avec { z/::gg/)ejp :

Puis: f(z) = f(2') = x=2' en utilisant (i).
Pour (z,2') € E? quelconque, go f(z) =go f(2') entraine bien que x =2’ L’implication () est donc démontrée.

Preuve de 17) | :

- On suppose que : go f est injective c'est & dire que :  V(z,2') € E?2, go f(z)=go f(z') = z =2 (%)

- On veut prouver que : [ est injective soit : V(z,2') € E?, f(z)=f(z') = z=2 (i)

- Aussi, on se donne (z,2) € E? quelconque avec f(x) = f(z'). 1l s’agit de montrer que : z = 2.

Mais, en composant par g, on a : f(z) = f(z/) = g(f(z)) =g(f(z)) & go f(z)=go f(z') = z=2a' par (x).
Pour (z,2') € E? quelconque, f(z) = f(2') entraine bien que = = 2’quad L’implication (i) est donc démontrée.

Preuve de 17) | :

- On suppose que : go f est injective soit : V(z,2') € E?, gof(z)=gof(a/) = z=2" (%)
f est surjective cest adireque: VYye F,dx € E, y=f(x) (*x).

- On veut prouver que : g est injective soit :  Y(y,y) € F2, g(y)=9() = y=19 (ii).

/

- Aussi, on se donne (y,3') € F? quelconque avec g(y) = g(y/). Il s’agit de montrer que : y =1/
En utilisant (xx), on sait qu’il existe x et 2’ dans E avec y = f(x) et o = f(2').
Aussi: g(y) = g(y) & g(f(2)) =g(f(a) & goflx)=gof(z') = a=2a" par ()
Puis, en composant par f,ona: xz=12" = y=f(z)=f(a') =19
Pour (y,3') € F? quelconque, g¢(y) = g(y’) entraine bien que y =1%'. L’implication (ii) est donc démontrée.
Pour (z,2') € E? quelconque, go f(z) =go f(2') entraine bien que x =2’ L’implication () est donc démontrée.

‘Contre—exemple‘ On prend E = {a,b,c}, F={a,p,7,0} et G=1{1,2,3}.
f est définie par : f(a) =, f(b) =p f(C) = 7y (elle est injective mais pas surjective (6 n’a pas d’antécédent))
g est définiepar : g(a) =1, ¢g(B8) =2, g(7v) =3 et ¢g(d) =3 (elle n’est pas injective car 3 a deux antécédents distincts)
g o f vérifie g o f(a) =1,g¢9o0 f(b) =2 et go f(C) =3 (qui est bien injective méme bijective)




Preuve de 2) |:

- On suppose que : f est surjective cest adireque: Vye F,3z € E, y= f(z) (i).
g est surjective cest adireque: VzeG,JyecF, z=g(y) (1)

- On veut prouver que : go f est surjective soit: Vze G,z € E, z=go f(x) (*).

- Aussi, on se donne z € G quelconque. Il s’agit de construire z € E avec go f(z) = z.
Mais en utilisant (ii), on sait qu’il existe y dans F' avec z = g(y)
Puis, en utilisant (i), on sait qu’il existe z dans E avec y = f(z) de sorte que z=g(y) = g(f(z)) =go f(x)
Pour z € G quelconque, on a trouvé z € E avec  z=go f(z) aussi (%) est démontrée.

Preuve de 27) | :

- On suppose que : go f est surjective clest adire que: VzeG,qx € E, z=go f(xr) (%)

- On veut prouver que : g est surjective soit: VzeG,yeF, z=g(y) (i)
- Aussi, on se donne z € G quelconque. 1l s’agit de construire y € F avec g(y) = z.

En utilisant (%), on sait qu’il existe z dans E avec z = go f(z) = g(f(z))

En notant y = f(x) € F, on a bien : 2z = g(y)

Pour z € G quelconque, on a trouvé y € F avec z = g(y) aussi (ii) est démontrée.

Preuve de 27) | :

- On suppose que : go f est surjective clest adireque: VzeG,Ix € E, z=go f(z) (*)
g est injective c’est a dire que : VY(y,y) € F2, gly)=g() = y=v9 (¥*)
- On veut prouver que : f est surjective soit: VyeF,dzeE, y=f(z) (i)

- Aussi, on se donne y € F' quelconque. 1l s’agit de construire x € E avec f(z) = y.
On remarque que : z =g(y) € G donc par (x), on sait qu'il existe x € E avec z = g o f(x)
Alors: z=g(y) =go f(z) = g(y) =g(f(z)) = y= f(z) en utilisant (x*) avec y et y' = f(z)
Pour y € F quelconque, on a trouvé z € E avec y = f(x) aussi (i) est démontrée.

‘Contre—exemple‘ On prend E = {a,b,c}, F={a,p,7,0} et G=1{1,2,3}.
f est définie par : f(a) = q, f(b) =0 f(c) = 7y (elle est injective mais pas surjective (6 n’a pas d’antécédent))
g est définiepar : g(a) =1, ¢g(B8) =2, g(7) =3 et ¢g(d) =3 (elle n’est pas injective car 3 a deux antécédents distincts)
g o f vérifie g o f(a) =1, g9o f(b) =2 et go f(C) =3 (qui est bien surjective méme bijective)




