PTSI : Correction du DM n'1

’EXERCICE N°1‘ Calculs de lignes trigonométriques

Les valeurs exactes des sinus et cosinus (ignes trigonomstriques)des angles %, % et % sont des résultats de cours & connaitre.

En utilisant des relations classiques, établir la valeur exacte de cosf, sinf et tanf pour 6 = 5 puis %r et %r
On remarque que {5 = § — 7 de sorte qu’en utilisant les relations donnant cos(a — b) et sin(a — b) a l'aide de
cosa,cosb,sina et sinb , on a :
. . : s V2 +6
cos%:cos(g—g):cosgcosg—ksmgsm%:%x?—F@x? soit COSEZT
. . . . : . V6 — /2
sm%:sm(g—%):smgcosg—smgcosgzéx@—@x% soit SmE:T
o, sing o2 (F—2)2 6-2/12+2 i lon™ —2_v3
al 15 = = = = soi an-— =2 —
12 ™
cos T2 \/51\/5 (vV6)2 — (v/2)2 4 12
en utilisant la quantité conjuguée du dénominateur puis en simplifiant & ’aide d’identités remarquables
: . bm _ s . T __ 5T 11w s .
Par ailleurs : 5 =5 — {5 puis 5 =7—15 etenfin & =m—{; aussi
. . om — V2 . . . . om 6+ v2
cos%T :cos(g — %) :sm% soit cosﬁ = % et sm%r :sm(g — %) :cos% soit | sin B = q
. 7T 2 — /6 . . . . s 6 +v2
cos 7% = cos (m — 33) = —cos 3% soit 008 75 = q et sin?Z =sin(m—37) =sin 3% soit sin 75 = q
Enﬁn . tan % = tan (71' — %) = tan (—%) = —tan % par 7 périodicité et imparité de tan
S f_@wy_ 1 _ 1 _ 243 . . ) St _ m_
et tan {5 = tan (2 12) =TI T 3oy3 = 4.3 (conjugu®) Finalement : |tan i 2+ 3| et [tan T 2-3
’EXERCICE N°2‘ Equations trigonométriques
Résoudre sur R les équations suivantes : (E1) V65sin(2z)++/2cos(2z) = —2 (E2) sinztanz+2cosz =2

e En simplifiant chaque membre par v/2 puis en utilisant la méthode de Fresnel, on a :

2
E1) < V3sin(2z) + cos(2z) = —vV2 < 2 x ﬁsin 2) + 1 cos(22)) = —ﬂ@sinzsin 2x —i—coszcos 2z) = —£
2 2 3 3 2
~———
=cos 217§ 2008(%)
_ 3 _ 3
Finalement : (E1) & cos (22— F) =cos (3F) < 2z — 5 =7 [27] ou 2z —§ =~ [27]
_ 944 _ —9+4
Ainsi, Pensemble S; des solutions de (F7) est & 2z =55 [2n] ou 2z = 1; m (2]
137 5 & =8 [rlouzr =37 [n]
= — 4+ km;—+kn|lkeZ
S1 {24+ Mgy thTlke }

e Tout d’abord, I’ensemble des solutions de (E2) est inclus dans D = R — {% +km| ke Z}.

-2
sin® x
Sur D: (Ey) < +2cosz =2 <& gin?
COS T —~

4h +2 COS2 T = 2COSX La réciproque de cette équivalence n’est vraie que sur le domaineD !
=l—cos?x

= COS2 r — 2 cosx + 1= O On reconnait une identité remarquable X2 — 2X + 1 o X = cosx

& (cosz—1)2 =0« cosx =1 =0 [27]

1

De plus,six =0 [27] alors : Jp € Z, x=2prn aussi VEk€Z, x=2pr=75+2krsp—k= —  absurde!
A 4
¢7

On en déduit donc que, si x = 0 [27] alors € D. Finalement, I’ensemble Sy des solutions de (Es3) est
|S; = 2nZ = {2kr | k € 2} |




EXERCICE N°3‘ Inéquations trigonométriques

Résoudre sur [0, 27] puis sur R les inéquations suivantes : (I1) 3—4sin?z2 <0 (I2) (:osa:sin2 T > sinx cos® x

e En utilisant la croissance de la fonction racine sur [0, +00] et le fait que, pour tout réel X, v X2 = |X|, on obtient :
(L) & %ésm%v RN @ |sinz] & —1<sinz < @ ou @gsmxgl

Sur [0, 27[, on obtient :  x solution de (1) sur [0,27] < x € [4;, 2] ou ze€[f,%F]

Finalement, ['ensemble des solutions de (1) sur [0,2n[est : S = [Z,Z] U [, %’r]

4 5
Par périodicité, on en déduit ’ensemble des solutions sur R : 81 = U <[7T + 2k7r 5 —l— 2k‘ﬂ':| [; + 2k, % + 2k7r})

3
kEZ
eOna: (I) < coszsinz Xsinz —coszsinz X cosz >0 < coszsinz X (sinz —cosz) > 0

Par ailleurs, par la méthode de Fresnel, on a: sinz —cosz = v2sin(z — %) et z€[0,2r[=2— % € [-F, ]

aussi, sur [0,27[: sinz —cosz =02 — % € {0,7} &z € {Z,5} doi le tableau de signes suivants v
et sinz—cosz >0« -7 €]0,7[& v €]7, 5”[ pour 'expression f(x) = cosz sinx X (sin x —cos x)
x 0 /4 /2 ™ 5m/4 3m/2 2r
sin x o+ | + | +0 - | - | - 0 En définitive, ’ensemble des solutions
Cos T | + | + 0 - | - | - 0 + | de (I3) sur [0, 27 est :
sinx —cosz || - O + | + | + 0 — | - So =]%; 2], 3T [U)3E, 2n]
J@ 0 — 0 ¥+ 0 — 0+ 0 — 0 + o0

Par périodicité, 'ensemble des solutions réelles de (I3) est :

S%R:U]4+2k7r —|—2k:7r U]ﬂ'—i—2k7r +2k7T[U]327T+2k7r,27T+2k7T
keZ

| EXERCICE N°4 | Continuité et dérivabilité

V1—22

On considére I'application f de la variable réelle z donnée par 'expression f(z) = 15 ]|
x

1) Justifier soigneusement que f est continue sur son domaine de définition D.

Est-il nécessaire d’étudier f sur la totalité du domaine D 7
e Pour tout z réel, |z| > 0 aussi 1+|z| > 0 et ne s annule donc pas. Par ailleurs, la fonction racine est définie sur [0, +o0].
Ainsi, le réel f(z) est correctement défini lorsque 1 — x2 > 0 soit pour z dans I'intervalle [—1, 1]

‘La fonction f est donc définie sur intervalle [—1, 1] ‘

e La fonction [z — 1 — 22] est continue sur [—1,1] & valeurs dans [0, +oo[ ou la fonction racine est continue donc, par
composition, [z — /1 — z?] est continue sur [—1,1]. La valeur absolue est une application continue sur R donc aussi
sur [—1, 1] de sorte que la fonction [x — 1+ |z|] est continue sur [—1, 1]. De plus, cette application ne s’annule pas sur

[—1, 1]. Finalement, on peut conclure, par quotient, que ’1& fonction f est bien continue sur [—1,1] ‘

e Il est clair que le domaine [—1, 1] est symétrique par rapport a 0 et :
V1-(-2)2 1-—22?

Ve e [—1,1], —x) = =
[ Lo f=2) 14| — x| 1+ |z
’Il n’est donc pas nécessaire d’étudier f sur [—1,1] : une étude sur [0, 1] suﬂit‘

= f(x) aussi ‘ f est une application paire ‘

2) Etudier la dérivabilité de f sur son domaine de définition et préciser le nombre dérivé f/(z). Expliciter les abscisses
des points ol la courbe représentative de f dans un repeére orthogonal posséde une tangente paralléle aux axes du repére.

‘Les théorémes usuels permettent de justifier la dérivabilité de f sur | — 1,0[ et sur |0, 1[. ‘

En effet, La fonction [z + 1 — 2] est dérivables sur | — 1, 1[ & valeurs dans ]0, +-oc[ ot la fonction racine est dérivable
donc, par composition, [z — v/1 — z2] est dérivable sur | —1, 1[. La valeur absolue est une application dérivable sur [—1,0[
et sur |0, 1] de sorte que la fonction [z — 1 + |z|] aussi. De plus, cette application ne s’annule pas sur ces intervalles. On
peut donc conclure, par quotient, que f est dérivable sur | — 1,0[ et sur ]0, 1].

Calculons le nombre dérivé f'(x) pour x €]0,1[ : si x €]0,1[ alors z > 0 d’ou |z| = x et :

V1 — z2 1-— 1 1-— =
fz) = 1_’_; = v 11\; T \/1—1—2 On reconnait une expression de la forme f = /u on [u : x — 1_’_2]
u'(x) l-z 2—(1+4+2) 2 2
i vz elo 1, fla) = L op. _ _ _ 1 () —
aussi z €]0,1[, f'(x) N r: u(x) 2 Ttz T2 aussi u/(z) A1)

1 1+z 1
Finalement, aprés simplification : Va €]0,1[, f'(z) = — = —
I+z32Vli-z  (14+2)V/1-a?

On en déduit le nombre dérivé pour z €] — 1,0[ : Vo €] — 1,0[, f(z) = f(—z) aussi

)= =iil=) = = | = ! = L soit finalement : w g = " :—sg(x)
fi(@) =—f(-=) ( 1+ o) 1_(_x)2) Wi t finalement : | Vz €] —1,0[U]0,1[, f'(z) AW e




e De méme, par parité, ’étude de la dérivabilité en 1 permet de conclure également sur la situation en —1.

1;; et f(1)=0 aussi:

Au voisinage de 1, par exemple sur ]0,1[, z > 0 et donc : f(z) =

flz) =) _ 1

z—1 _\/1—x\/1+x z—1—

—00 ‘La fonction f n’est donc pas dérivable en 1 et en —1 ‘ néanmoins

‘la courbe représentative de f dans un repére orthogonal posséde une tangente verticale aux points d’abscisses x = 1 et x = —1 ‘
1
Remarque : On peut aussi utiliser le théoréme de prolongement d’une dérivée. Ici : lim f/(z) = lim (—) = —o0.
4 P P & m%lf( ) z—1 (1+$)4/1_$2

Le théoréme permet donc de conclure & la non-dérivabilité en 1 et & I’existence de la tangente verticale.

o Il reste & étudier la dérivabilité en 0. L’approche la plus rapide consiste a utiliser le théoréme de prolongement d’une dérivée.
1

Size€o,1], f'(z)=-— —1 aussi f est dérivable & droite en 0 avec une dérivée & droite f;(0) = —1
14+ z)v1—122 =—0t
1
(1—-2)V1—22 z—0-
puisque les dérivées a droite et a gauche existent mais différent, ‘ f n’est pas dérivable en O‘ mais il y a deux demi-tangentes de
pentes 1 et —1 au point d’abscisse 0.

1—
On retrouve le méme résultat en utilisant un taux d’accroissement : Va €]0,1[, f(x) = 4/ - +i et  f(0)=1 aussi
f@) = f0) Vi—z—VI+z 1-gz+aze(—2z)— (1+ 32+ ze(2))

Size€]—1,0[, f'(z)=

1 aussi f est dérivable & gauche en 0 avec une dérivée a gauche f;(0) = 1

en utilisant le développement limité de /1 + w si u — 01

T 1+ x /1 +x
iy T@=fO) _ 1+e(@) —e(-a) 1 et par parite: im L@ =IO _ o FEH-FO SO -FO)
x 1+x z—0+ z—0— s t—0+ —t t—0+ t

e Comme f/(z) ne s’annule pas sur | — 1,0[U]0, 1],

‘il n’y a donc pas de points de la courbe représentative de f ou la tangente est horizontale. ‘

’EXERCICE N°5‘ Etude guidée d’une fonction

0) Question préliminaire : Prouver que, pour tout réel z, e** —e* +1 > 0

Le discriminant de X? — X + 1 est A = —3 < 0 donc on sait que, pour tout X réel, X2 — X +1>0

Decefait: VreR, e —e®4+1=(e*)2—-e*4+1>0 donc [Vz€R, e —¢e®+1>0
2e%% — ¥

e2r —er 41

I) Une premiére application... On définit la fonction f par 'expression : f(x) =

I-1) Justifier soigneusement que la fonction f est définie et continue sur R

Les applications [z + 2€2® —e®] et [z — €2® —e®+1] sont clairement continues sur R par les théorémes usuelles et on vient

de montrer que [z +— €2*—e®+1] ne s’annule pas sur R de sorte que ‘ le quotient f est également définie et continue sur R

I-2) Etablir que f(z) a le signe de 2¢® — 1 sur R
e®(2e* — 1)
aussi que € > 0 de ce fait ‘le réel f(x) a le signe de 2¢* — 1 sur R‘

On remarque que : Vx € R, f(x) = Or, on a prouvé que, pour tout x réel, e2* — e® +1 > 0 et on sait

IT) On considére 'application F' définie sur R par : Vz € R, F(x) = In(e** — e* + 1)
et on note I' sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.
II-1) Démontrer que F' est une primitive de f
On peut procéder de deux fagons pour établir ce résultat :
Si on pense plutdt primitive...

Si on préfére les dérivées...
On remarque que :

(egx —er) La fonction F' est dérivable sur R puisque c’est la composée
Ve eR, f(z) = el de la fonction [z +— €** — e® + 1] dérivable sur R et
92 o / a valeurs positives par la fonction In qui est dérivable sur R*
- (ln]e ¢ +1|> et on a :

T

U 2 / 2
= (ln(eQx—ex—i—l) vz € R, F(z) = (e** —e”) _ 2e“% — ¢ _
e2r —et+1 e —er+1

f(z)

car e —e®+1>0
~ F(a)

ainsi F' est dérivable sur R avec F/ = f : c’est une primitive de f.
et la fonction F' est une primitive de f sur R / - /

on a donc justifié que ‘la fonction F' est une primitive de f sur R‘




II-2) Donner le tableau des variations de F
Puisque F' est une primitive de f, elle est dérivable sur R et on a : Vz € R, F'(z) = f(x) aussi F'(x) = f(x) a le signe
de 2e® — 1 sur R d’aprés la question I-2). Dés lors :

1 1
VieR, Fl(z)=0&2"-1=0&¢c¢"=-ox=—1n2 et F’(x)>0<:>26””—1>O<:)e$>§<:>x>—ln2

1 1 3

T | = —In2 +00 oF(—an)-ln(—+1>—1n—ln3—2ln2
F'(z) — 0 + 4 2 4

0 +00 9 N
ect — s 0ete® ——0 aussi e —eP+1—31 (somme
F \‘ /‘ T——00 T——00 T——00
In3—2In2 puis F(z)=In (e% =@ 4 1) — 0 (composition)
eOna: e —e®+l=e2x(1—-e®+e2) or e ——0ete?® ——0 aussi:
T—r+00 T—>+00

T— 400

2T 5 40
r——+00

= 62m - Cr + 1 e +OO et enﬁn F(JJ) = ln (62x - 6x + 1) e +Oo(composition)
T—+00 T—+00

Il — =2 e ——0 |l }

II-3) Montrer que la courbe I' posséde deux asymptotes dont on précisera des équations.

e Puisque lim F(x) =0 on peut affirmer que ‘I‘ posséde une asymptote horizontale d’équation y = 0‘
r—r—00

e Etudions par ailleurs la branche infinie en 400 :
F(l‘) 111(62:8 — % 1) In (er X (1 —e T+ 67233))

1
-ona: VreR, = = =24+ - xIn(l—e®—e %)
7 93 93 7
or 1—e®4+e? ——1 donc In(l—e®+e?)——0 etaussi = xln(l—e®—e %) ——0
r—>+00 T—+00 r—+00
F
de sorte que lim (2) S
r—+oo0 I
-ona: VreR, F(r)—2z= <2:c +In(l—e" —{—6_2””)) — 2z =In(1 — e™® + e~ 27) = 0
T—r+00

On a donc prouvé que ’1& droite d’équation y = 2x est une asymptote oblique & la courbe F‘

I1-4) Montrer que I' rencontre ses asymptotes en un unique point dont on donnera les coordonnées.

Préciser une équation de la tangente a I' en ce point. Préciser également la position de I' par rapports aux asymptotes.
e La courbe I" rencontre I’axe des abscisses d’équation y = 0 au point d’abscisse x si et seulement si F(z) = 0.
Or : F(x):0<:>ln(62m—e”"+1):0<:>62x—e$—|—1:1<:>62“;—ex:0<:>e\ej;(ex—1)20<:>ew:1<:>:p:0
donc I' rencontre la droite d’équation y = 0 uniquement a l’origine du repeére. M;g, I’origine est aussi un point de l'autre
asymptote d’équation y = 2  Ainsi, |la courbe I' rencontre ses asymptotes uniquement & l’origine‘
e La fonction F est dérivable en 0 donc la tangente au point d’abscisse 0 a pour équation : y = F'(0)z+F(0) = f(0)z+0

or f(0) = 13{_}_1 =1 donc ‘la tangente & l'origine a pour équation y =
<0 >0
—_——— —_——
e On remarque que : Vo <0, F(m):ln(1+6x(ex—1)><0 et Vr>0, F(m):ln(1+ex(ex—1))>0
—— ——
<0 >0

donc on peut affirmer que ‘F est située sous son asymptote horizontale lorsque = < 0 et au dessus lorsque x > O‘

eDeplus: Vre€R, F(r)—2r=In(l—e?+e2)=1In (1 +e 221 — e”)) de sorte que :

>0 <0
—— ——
Vz <0, F(:c)—21::1n(1+e_2m(1—ez)>>O et Vx>0, F(x)—Q:E:ln(l—f—e_Qz(l—ex))<Oetonpeut
0 T
> <

affirmer que ‘F est située au dessus de son asymptote oblique lorsque < 0 et en dessus lorsque x > 0‘

I1-5) Donner allure de la courbe I'. Unité graphique : 2 c¢m On donne In2~>~0,7 et In3~1,1

Attention a bien respecter les unités! On attend sur votre dessin le point o1 il y a une tangente horizontale ainsi que cette
tangente, la mise en évidence des 2 asymptotes et la position de la courbe par rapport a celles-ci, la tangente demandée
dans le sujet et, enfin, une allure globale de la courbe.



COURBE REPRESENTATIVE DE LA FONCTION F' D’EQUATION

y=F(x)

In(e?* — e® 4+ 1)

2.5

v



