
Corre
tion du DM n
◦
2 des élèves de PTSIExer
i
e n�1 Une équation de Ri
attiOn se propose de résoudre sur l'intervalle le plus grand possible in
lus dans ]0,+∞[l'équation di�érentielle non linéaire du premier ordre (E) y′ − y

x
− y2 = −9x21) Déterminer une solution parti
ulière y0 de (E) sur ]0,+∞[ qui soit une fon
tion a�ne.On 
her
he y0 sous la forme y0(x) = ax+ b où (a, b) ∈ R

2.
y0 solution de (E) sur ]0,+∞[ ⇔ ∀x > 0, a− ax+ b

x
− (ax+ b)2 = −9x2 ⇔ ∀x > 0, − b

x
−a2x2− 2abx− b2 = −9x2Aussi, il su�t que : a2 = 9 et b = 0 de sorte qu'on peut prendre a = 3 etb = 0Une solution parti
ulière a�ne de (E) sur ]0,+∞[ est [y0 : x 7→ 3x]On admettra alors (théorème de Cau
hy-Lips
hitz), que si y est une autre solution de (E) dé�nie sur un intervalle I alors

∀x ∈ I, y(x) 6= y0(x)De 
e fait, on peut don
 asso
ier à toute solution y di�érente de y0 la fon
tion z telle que y = y0 −
1

z2) Prouver que z est alors solution sur I de (E1) : z′ +

(

6x+
1

x

)

z = 1.Comme y0 − y ne s'annule pas sur I (puisque ∀x ∈ I, y(x) 6= y0(x)), alors z =
1

y0 − y
est dé�nie sur IDe plus, par passage à l'inverse, elle est dérivable sur I puisque y0 − y est dérivable sur I et ne s'y annule pas.1er méthode : on a ∀x ∈ I, z′(x) = − y′0(x)− y′(x)

(y0(x)− y(x))2
= − 3− y′(x)

(
3x− y(x)

)2 aussi pour tout x dans I :
z′(x) +

(

6x+
1

x

)

z(x)− 1 = −
3− y′(x)

(
3x− y(x)

)2 +

(

6x+
1

x

)

×
1

3x− y(x)
− 1 =

−3 + y′(x) +
(
6x+ 1

x

) (
3x− y(x)

)
−
(
3x− y(x)

)2

x
(
3x− y(x)

)2soit ∀x ∈ I, z′(x) +

(

6x+
1

x

)

z(x)− 1 =
−3 + y′(x) + 18x2 + 3− 6xy(x)− y(x)

x
− 9x2 + 6xy(x)− y2(x)

x
(
3x− y(x)

)2

=

=0
︷ ︸︸ ︷

y
′(x)−

y(x)

x
− y

2(x) + 9x2

x
(
3x− y(x)

)2 = 0 puisque y est solution de (E)2éme méthode : on a ∀x ∈ I, y′(x) =

(

y0(x)−
1

z(x)

)′

= 3 +
z′(x)

z2(x)
et on sait que y est solution de (E) don
 :

∀x ∈ I, y′(x)−
y(x)

x
− y2(x) = −9x2 ⇔ ∀x ∈ I, 3 +

z′(x)

z2(x)
−

1

x
×

(

3x−
1

z(x)

)

−

(

3x−
1

z(x)

)2

= 0

⇔ ∀x ∈ I, 3 +
z′(x)

z2(x)
− 3 +

1

x
×

1

z(x)
− 9x2 +

6x

z(x)
−

1

z2(x)
= −9x2

⇔ ∀x ∈ I,
z′(x)

z2(x)
+

1

x
×

1

z(x)
+

6x

z(x)
−

1

z2(x)
= 0

⇔ ∀x ∈ I, z′(x) +
1

x
z(x) + 6xz(x)− 1 = 0 en multipliant par z(x) 6= 0 sur IAinsi : z est dérivable sur I et ∀x ∈ I, z′(x) +

(

6x+
1

x

)

z(x) = 1 don
 z est bien solution de (E1) sur I3) Résoudre (E1) sur ]0,+∞[.
(E1) est une équation di�érentielle linéaire du premier ordre résolue en z′ sur ]0,+∞[.
• Solutions homogène Une primitive sur ]0,+∞[ de a donnée par a(x) = 6x+

1

x
est A où A(x) = 3x2 + ln |x|Les solutions homogènes de (E1) sont les fon
tions hC où hC(x) = Ce−3x2−ln |x| =

C

|x|e
−3x2

=
C

x
e−3x2 ave
 C ∈ R

• Solutions parti
ulière On utilise la méthode de variations de la 
onstante en 
her
hant une solution z0sous la forme z0(x) = C(x)h(x) ave
 C fon
tion dérivable sur ]0,+∞[ et h une solution homogène (h(x) = e−3x2

x
)

z0 solution de (E1) sur ]0,+∞[ ⇔ ∀x > 0, C′(x)h(x) + C(x)h′(x) +

(

6x+
1

x

)

h(x)

︸ ︷︷ ︸

=0

= 1

⇔ ∀x > 0, C′(x) = xe3x
2

=
1

6
× (6x)× e3x

2

=

(

e3x
2

6

)′ primitive du type u′euUne solution parti
ulière de (E1) est don
 z0 ave
 z0(x) =
e3x

2

6
× e−3x2

x
=

1

6xL'ensemble des solutions de (E1) sur ]0,+∞[ est don
 S =

{[

x 7→ 1

6x
+

C

x
e−3x2

] ∣
∣ C ∈ R

}
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4) On introduit fC donnée par fC(x) = 1 + 6Ce−3x2 . Démontrer que : fC ne s'annule pas sur ]0;+∞[ ⇔ C > −1

6On pourra distinguer le 
as C > 0, C = 0 et C < 0 et étudier les variations de fC sur ]0;+∞[Par des 
ompositions usuels, on sait que [x 7→ e−3x2
] est dé
roissante sur ]0,+∞[ aussi le sens de variations de fC dépenddu signe de C. De plus : lim

x→0
fC(x) = 1 + 6C et lim

x→+∞
fC(x) = 11er 
as : C > 0 alors fC dé
roît de 1 + 6C > 1 à 1 sur ]0,+∞[ et don
 ne s'annule pas.2eme 
as : C = 0 alors fC est 
onstante à 1 don
 ne s'annule pas.3eme 
as : C < 0 alors fC 
roît de 1 + 6C < 1 à 1- si 1 + 6C > 0 ⇔ C > −1

6
alors fC ne s'annule pas- si 1 + 6C < 0 ⇔ C < −1

6
alors, puisque fC est 
ontinue et monotone sur ]0;+∞[ dans ]1 + 6C, 1[et que 0 ∈]1 + 6C, 1[, on peut 
on
lure que fC s'annule sur ]0,+∞[ (Théorème des valeurs intermédiaires)Con
lusion : [fC : x 7→ 1 + 6Ce−3x2

] ne s'annule pas sur ]0,+∞[ si et seulement si C > −1

65) Donner en�n les solutions de (E) dé�nie sur ]0,+∞[. (On pourra utiliser Maple pour faire les 
al
uls.)
• Si y est une solution de (E) sur ]0,+∞[ alors la fon
tion z asso
iée est solution de (E1) sur ]0,+∞[ don
, d'après 3) :
∃C ∈ R, ∀x > 0, z(x) =

1 + 6Ce−3x2

6x
=

fC(x)

6x
mais aussi z ne s'annule pas sur ]0; +∞[ don
 d'après 4), on a C > −1

6et don
 puisque y = y0 −
1

z
, on a obtenu : y est solution de (E) sur ]0; +∞[ ⇒ ∃C > −1

6
, y(x) = 3x− 6x

1 + 6Ce−3x2Attention, le raisonnement de l'exer
i
e est mené en impli
ation...Il faut véri�er une ré
iproque !
• Ré
iproquement, la fon
tion y donnée par y(x) = 3x− 6x

1 + 6Ce−3x2 où C > −1

6
dé�nie une appli
ation dérivable sur ]0,+∞[et on véri�e que 
'est une solution de (E) sur ]0,+∞[ en montrant : ∀x > 0, y′(x)− y(x)

x
+ y2(x) + 9x2 = 0Exer
i
e n�4 Déterminer les solutions de l'équation di�érentielle y′′ + 2y′ + 2y = sin(ax)e−x (E)en fon
tion du paramètre réel a.

• Solutions homogènes : On résout y′′ + 2y′ + 2y = 0. L'équation 
ara
téristique est : r2 + 2r + 2 = 0Le dis
riminant est : ∆ = 22 − 4 × 2 = −4 = (2i)2 don
 les ra
ines sont 
omplexes 
onjuguées : −2 + 2i

2
= −1 + i et

−1− i et l'ensemble des solutions homogènes est don
 SH =
{[

x 7→ e−x
(
λ cos(x) + µ sin(x)

)]

| (λ, µ) ∈ R
2
}

• Solution parti
ulière : On remarque que : sin(ax)e−x = ℑm
(

eiaxe−x
)

= ℑm
(

e(−1+ia)x
)On 
her
he don
 une solution parti
ulière y0 sous la forme y0 = ℑm(z0) ave
 z0 solution de (∗) : y′′+2y′+2y = e(−1+ia)xLe se
ond membre de (∗) est alors de la forme P (x)emx ave
 P (x) = 1 et m = −1 + ia. On re
her
he une solution z0ave
 z0(x) = Q(x)emx où l'on 
hoisit le degré de Q selon que m soit ra
ine ou non de l'équation 
ara
téristique.1er 
as : a /∈ {−1, 1} alors−1+ia n'est pas ra
ine de l'équation 
ara
téristique alors degQ = degP = 0 soitQ(x) = α ∈ Calors z0(x) = αe(−1+ia)x (×2), z′0(x) = (−1 + ia)αe(−1+ia)x (×2) et z′′(x) = (−1 + ia)2αe(−1+ia)x = (1− a2 − 2ia)αe(−1+ia)x (×1)

z0 solution de (E) ⇔ ∀x ∈ R,
(
2 + 2(−1 + ia) + (1− a2 − 2ia)

)
αe(−1+ia)x = e(−1+ia)x ⇔ α =

1

1− a2
(1− a2 6= 0 ouf !)de sorte que la solution parti
ulière y0 est donnée par y0(x) = ℑm

(
e−x

1− a2
eiax

)

=
e−x

1− a2
sin(ax)2nd 
as : a ∈ {−1, 1} alors −1 + ia est ra
ine simple alors degQ = degP + 1 = 1 soit Q(x) = αx+ β où (α, β) ∈ C

2alors z0(x) = (αx+ β)e(−1+ia)x (×2), z′0(x) =
(

α+ (−1 + ia)(αx+ β)
)

e(−1+ia)x =
(

(−1 + ia)αx+ α+ (−1 + ia)β
)

e(−1+ia)x (×2)et z′′(x) =
(

(−1+ia)α+(−1+ia)
(
(−1+ia)αx+α+(−1+ia)β

))

e(−1+ia)x =
(

(1−a2−2ia)αx+2α(−1+ia)+(1−a2−2ia)β
)

e(−1+ia)x (×1)

z0 solution de (E)
⇔ ∀x ∈ R,

( (
2α+ 2(−1 + ia)α+ (1− a

2
− 2ia)α

)

︸ ︷︷ ︸

=1−a2=0

x+
(
2β + 2α+ 2(−1 + ia)β + 2α(−1 + ia) + (1− a

2
− 2ia)β

)

︸ ︷︷ ︸

=(1−a2)β+2iaα=2iaα

)

e(−1+ia)x = e(−1+ia)x

⇔ 2iaα = 1 ⇔ α =
1

2ia
=

−ia

2

ar 1

a
= a si a ∈ {−1, 1} aussi z0(x) =

−ia

2
xe(−1−ia)x = −a

2
xe−x × ie−iaxde sorte que la solution parti
ulière de (E) est y0 où y0(x) = ℑm

(
z0(x)

)
= −a

2
xe−x cos(ax)Finalement, l'ensemble des solutions de (E) est- si a ∈ R− {−1; 1} : S =

{[

x 7→ e−x
(
λ cos(x) + µ sin(x)

)
+

e−x

1− a2
sin(ax)

] ∣
∣
∣ (λ, µ) ∈ R

2

}- si a ∈ {−1, 1} : S =
{[

x 7→ e−x
(
λ cos(x) + µ sin(x)

)
− a

2
xe−x cos(ax)

] ∣
∣
∣ (λ, µ) ∈ R

2
}
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Exer
i
e n�2 Résolution de l'équation z2 − 2eiθz + 1 = 0 où θ est un paramètre réelOn 
onsidère l'équation 
omplexe (Eθ) : z2 − 2eiθz + 1 = 0 pour θ ∈ [0, 2π].On note z1 et z2 les deux ra
ines 
omplexes (éventuellement égales) de 
ette équation.1)a) Cal
uler le dis
riminant de 
ette équation en fon
tion de θ.Le dis
rimiant de l'équation est ∆ =
(
− 2eiθ

)2 − 4× 1× 1 = 4e2iθ − 4b) Montrer que si (Eθ) admet une ra
ine réelle alors 
'est une ra
ine double (On pourra utiliser la somme et le produit des ra
ines)Notons z1 et z2 les deux ra
ines 
omplexes de 
ette équation. On sait que : z1 + z2 = −−2eiθ

1
= 2eiθ et z1z2 = 1

1
= 1

z1z2 = 1 entraîne qu'une ra
ine de (Eθ) n'est jamais nulle et que, si l'une des ra
ines est un nombre réel, l'autre aussi.Par exemple : z1 ∈ R et z1 6= 0 ⇒ z2 =
1

z1
∈ R. Par 
onséquent, la somme z1 + z2 des ra
ines est aussi un réel.Don
 : z1 + z2 = 2eiθ ∈ R ⇒ θ ≡ 0 [π] ⇒ θ ∈ {0, π, 2π} 
ar θ ∈ [0, 2π] ⇒ ∆ = 4e2iθ − 4 = 0Ainsi, si l'une des ra
ines de (Eθ) est réel, alors le dis
riminant de (Eθ) est nul don
 
ette ra
ine est en fait une ra
ine double.
) Montrer que les parties imaginaires de z1 et z2 sont sont soit toutes deux nulles soit de signes 
ontraires.Vu que : z2 =

1

z1
si z1 = a+ ib où (a, b) ∈ R

2 alors z2 =
1

a+ ib
=

a− ib

a2 + b2
aussi ℑm(z2) = − b

a2 + b2
= −ℑm(z1)

|z1|2Mais alors : soit ℑm(z1) = 0 et alors ℑm(z2) =
−ℑm(z1)

|z1|2
= 0 don
 les deux parties imaginaires sont nullessoit ℑm(z1) 6= 0 et alors ℑm(z1)ℑm(z2) = − (ℑm(z1))

2

|z1|2
< 0 don
 les deux parties imaginaires sont de signes 
ontraires.2)a) Démontrer que, pour θ ∈ [0; 2π], e2iθ − 1 = 2 sin(θ) [− sin θ + i cos θ]

∀θ ∈ [0, 2π], e2iθ − 1 = eiθ(eiθ − e−iθ) = eiθ × 2i sin(θ) = 2 sin(θ)× i× (cos θ + i sin θ) = 2 sin(θ) [− sin θ + i cos θ]b) Déterminer alors, sous forme exponentielle, les ra
ines 
arrées de e2iθ − 1

• Si θ ∈ [0, π] alors sin(θ) > 0 et l'é
riture exponentielle de e2iθ−1 est : e2iθ−1 = 2 sin(θ)ei(θ+
π
2
) 
ar { − sin θ = cos(θ + π

2 )
cos θ = sin(θ + π

2 )aussi e2iθ−1 =
(√

2 sin θei(
θ

2+
π

4 )
)2 et don
, si θ ∈ [0, π], les ra
ines 
arrées de e2iθ − 1 sont √2 sin θei(

θ

2+
π

4 ) et −√
2 sin θei(

θ

2+
π

4 )

• Si θ ∈]π, 2π] alors sin(θ) 6 0 et l'é
riture exponentielle de e2iθ − 1 est : e2iθ − 1 = −2 sin(θ)ei(θ−
π

2 ) 
ar { sin θ = cos(θ − π
2 )

− cos θ = sin(θ − π
2 )aussi e2iθ−1 =

(√

2| sin θ|ei( θ

2−
π

4 )
)2 et si θ ∈ [π, 2π], les ra
ines 
arrées de e2iθ − 1 sont √2| sin θ|ei( θ

2−
π

4 ) et −√2| sin θ|ei( θ

2−
π

4 )
) En déduire les ra
ines de l'équation (E) dans le 
as où θ ∈ [0; 2π]On a : ∆ = 22 × (e2iθ − 1) de sorte qu'on peut déterminer dans 
haque 
as une ra
ine 
arrée de ∆
• Dans le 
as où θ ∈ [0, π] :une ra
ine 
arrée de ∆ est δ = 2×

√
2
√
sin θei(

θ
2
+π

4
) = 2(1 + i)

√
sin θei

θ
2 
ar √2ei

π
4 = 1 + iLes solutions de (Eθ) sont z+ =

2eiθ + 2(1 + i)
√
sin θei

θ
2

2
= eiθ + (1 + i)

√
sin θei

θ
2 et z− = eiθ − (1 + i)

√
sin θei

θ
2

• Dans le 
as où θ ∈ [π, 2π] :une ra
ine 
arrée de ∆ est δ = 2×
√
2
√

| sin θ|ei( θ2−π
4
) = 2(1 − i)

√

| sin θ|ei θ2 
ar √2e−iπ
4 = 1− iLes solutions de (Eθ) sont z+ =

2eiθ + 2(1− i)
√

| sin θ|ei θ2
2

= eiθ + (1− i)
√

| sin θ|ei θ2 et z− = eiθ − (1− i)
√

| sin θ|ei θ2
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Exer
i
e n�3 Cal
ul de la valeur de n−1∏

k=1

sin

(
kπ

n

)Pour n ∈ N ave
 n ≥ 2, on dé�nit pour z ∈ C les nombres 
omplexes P (z) = (z+1)n− 1 et Q(z) =

n−1∑

k=0

(

n

k + 1

)

zkOn appelle aussi z0, z1, . . . , zn−1 les n solutions 
omplexes de l'équation P (z) = 0telles que z0 = 0 et arg(z1) < arg(z2) < · · · < arg(zn−1) où arg(z) est l'argument prin
ipal de z dans [0, 2π[1) Préliminaire : Si θ ∈ [0, 2π[, donner la forme exponentielle de eiθ − 1Pour tout θ dans [0, 2π[, eiθ − 1 = ei
θ
2 ×

(

ei
θ
2 − e−i θ

2

)

= ei
θ
2 × 2i sin

(
θ

2

)

= 2 sin

(
θ

2

)

ei
π+θ
2aussi ∀θ ∈ [0, 2π[, eiθ − 1 = 2 sin

(
θ

2

)

ei
π+θ
2 qui est bien la forme exponentielle 
ar 2 sin

(
θ
2

)
≥ 0 si θ

2 ∈ [0, π[2) Résoudre P (z) = 0 et identi�er les nombres 
omplexes z0, z1, . . . , zn−1

P (z) = 0 ⇔ (z + 1)n = 1 ⇔ ∃k ∈ J0, n− 1K, z + 1 = e
2ikπ
n ⇔ ∃k ∈ J0, n− 1K, z = e

2ikπ
n − 1L'ensemble des solutions de P (z) = 0 est don
 {e 2ikπ

n − 1
∣
∣ k ∈ J0, n− 1K

}On sait que z0 = 0 aussi il reste à identi�er z1, z2, . . . , zn−1 parmi les nombres de {e 2ikπ
n − 1

∣
∣ k ∈ J1, n − 1K

}Or : ∀k ∈ J1, n− 1K, 0 < 2kπ
n

< 2π et aussi don
, d'après 1), on 
onnaît la forme exponentielle de e
2ikπ
n − 1 :

e
2ikπ
n − 1 = 2 sin

(
kπ

n

)

ei(
π
2
+ kπ

n ) de sorte qu'on trouve l'argument prin
ipal : arg
(

e
2ikπ
n − 1

)

=
π

2
+

kπ

npuisque, si k ∈ J1, n− 1K, alors π
2 ≤ π

2 + kπ
n

< π
2 + π et don
 π

2 + kπ
n

∈ [0, 2π[de sorte que : arg
(

e
2iπ
n − 1

)

< arg
(

e
4iπ
n − 1

)

< · · · < arg
(

e
2i(n−1)π

n − 1
) 
e qui permet d'identi�er les (zk)k∈J1,nK

z0 = 0 et ∀k ∈ J1, n− 1K, zk = e
2ikπ
n − 1 = 2 sin

(
kπ
n

)
ei(

π
2
+ kπ

n )3) Démontrer que : ∀z ∈ C, P (z) = zQ(z)En utilisant la formule du bin�me, on a :
∀z ∈ C, P (z) =

n∑

k=0

(

n

k

)

zk − 1 =

n∑

k=1

(

n

k

)

zk =

n−1∑

p=0

(

n

p+ 1

)

zp+1 en posant p = k − 1aussi : ∀z ∈ C, P (z) =

n−1∑

k=0

(

n

k + 1

)

zk+1 
ar l'indi
e est muet
= z

n−1∑

k=0

(

n

k + 1

)

zk = zQ(z) en fa
torisant par z don
 ∀z ∈ C, P (z) = zQ(z)Nous verrons un résultat (uni
ité du quotient et reste dans la division eu
lidienne)justi�ant que : ∀z ∈ C, Q(z) =

n−1∏

k=1

(z − zk)4) En admettant 
e résultat et en 
al
ulant Q(0) de deux façons, déterminer la valeur de n−1∏

k=1

sin

(
kπ

n

)On a, d'une part, Q(z) =

n−1∑

k=0

(

n

k + 1

)

zk don
,en évaluant en 0, Q(0) =

(

n

1

)

= n mais d'autre part :
Q(z) =

n−1∏

k=1

(z − zk) don
 Q(0) =

n−1∏

k=1

(−zk) =

n−1∏

k=1

(−2)× sin

(
kπ

n

)

× ei(
π

2 + kπ

n )

= (−2)n−1 ×
n−1∏

k=1

sin

(
kπ

n

)

×
n−1∏

k=1

exp(i(π

2
+

kπ

n

))

= (−2)n−1 ×
n−1∏

k=1

sin

(
kπ

n

)

× exp(n−1∑

k=1

i

(
π

2
+

kπ

n

))

= (−1)n−12n−1 ×
n−1∏

k=1

sin

(
kπ

n

)

× exp( i(n− 1)π

2
+

iπ

n

n−1∑

k=1

k

︸ ︷︷ ︸

= (n−1)n
2

)

= (−1)n−12n−1 ×
n−1∏

k=1

sin

(
kπ

n

)

× exp (i(n− 1)π)
︸ ︷︷ ︸

=(−1)n−1

= 2n−1
n−1∏

k=1

sin

(
kπ

n

)Finalement, on a don
 : Q(0) = 2n−1
n−1∏

k=1

sin

(
kπ

n

)

= n soit n−1∏

k=1

sin

(
kπ

n

)

=
n

2n−14


