Correction du DM n° 2 des éléves de PTSI

‘EXERCICE N°1‘ Une équation de Ricatt

On se propose de résoudre sur U'intervalle le plus grand possible inclus dans |0, +oo[

l’équation différentielle non linéaire du premier ordre (E) oy — L. y? = —9x22
x

1) Déterminer une solution particuliére yo de (E) sur ]0, +o00[ qui soit une fonction affine.

On cherche g sous la forme yo(x) = ax + b o (a,b) € R,
azr + b

b
—(az+b)? = —922 & V2 >0, ———a?z?—2abz—b* = —92°
a5

yo solution de (E) sur |0, +oo[ & Vo >0, a—
x
Aussi, il suffit que : a®> = 9 et b = 0 de sorte qu’on peut prendre a = 3 etb = 0

Une solution particuliére affine de (E) sur |0, +o00] est [yo : © — 3z]

On admettra alors (théoréme de Cauchy-Lipschitz), que si y est une autre solution de (F) définie sur un intervalle I alors
Vo € -[7 y(ﬁ) 7£ yO(x) 1

De ce fait, on peut donc associer a toute solution y différente de yg la fonction z telle que y = yg — —

1
2) Prouver que z est alors solution sur I de (Ey): 2/ + <6x + —> z=1.
x

est définie sur I

Comme yg — y ne s’annule pas sur I (puisque vz € I, y(z) # yo(z)), alors z =
Yo —
De plus, par passage a l'inverse, elle est derlvable sur I puisque yo — y est derlvable sur I et ne s’y annule pas.

) = — @) —v' @) y'(z)
(yo(x) — ()) (3x— y(z))?

ler méthode : on a Vr € I,

aussi pour tout z dans [

Sz T A RO b y(ﬂc L] _ 34y (@) + (6s+ 1) Bz —y(®) — (3z — (=)’
@)+ <6 +-’”) (w) 1= (3z — y(=)) <6 tz)x 3-’”* —T o z(3z — y(x))*
. ) 1 —3+y/(z) + 1827 +3 6zy(z) — L2 — 92 4 6zy(z) — y°(x)
soit Vxel, 2'(x)+(6x+ = -1 = N
e, J@+(6s+1) : e
(@)~ X2 2(2) 1 922
= & > =0 puisque y est solution de (F)

T (3x — y(x)/)

1 /
2éme méthode : on a Vx eI, y'(z)= <y0(x) T > =3+ zz((x)) et on sait que y est solution de (E) donc :
z(z 22(z
oy~ Y@ 2y oo d@ L (g L\ (g L)
veel, y@-SF -y =9 e Vel 345X (3"” z(x)) (33” z(x)) !
2 (z 1 L o, 6z 1 o,
= Ve EL, Sar 22(x) =9 5 z(x) Ll 2(z)  22(x) 9z
Z(x) 1 1 6x 1
© vzel, 2(x) =z % 2(x) * 2(z)  22(2) 0

1
& Vzel, Z(z)+ ;z(m) + 6zz(z) —1 =0 en multipliant par z(z) # 0 sur [

1
Ainsi :  z est dérivable sur I et Vz €I, 2/(z) + <6x + —> z(x) =1 donc z est bien solution de (E7) sur

3) Résoudre (E4) sur |0, +o0].
(E1) est une équation différentielle linéaire du premier ordre résolue en 2z’ sur |0, 00|

e Solutions homogéne Une primitive sur |0, +0o[ de a donnée par a(z) = 6z + — est A ot A(x) = 32 + In|z|
T

C C
Les solutions homogenes de (E1) sont les fonctions hg ot heo(z) = Ce 3% ~Inlel — We =322 — =3 avec C € R
x x
o Solutions particuliére On utilise la méthode de variations de la constante en cherchant une solution zg
—3z2
sous la forme zp(x) = C(x)h(z) avec C fonction dérivable sur |0, 400 et h une solution homogene (h(x) = € )
x

2o solution de (FE1) sur |0, +co[ < Vz >0, C'(z)h(z)+ C(x)h'(z) + (6:10 + %) h(z) =1

/
1 322
& Vo >0, C'(x) = xeBzz = g X (61’) X 6312 = <€6 > primitive du type u'e
e3x2 —322 1
Une solution particuliére de (E7) est donc zg avec  zp(z) = X =




1
4) On introduit fo donnée par fo(x) =1+ 6Ce—32 Démontrer que : fc ne s’annule pas sur |0; +oo[ < C > ~%
On pourra distinguer le cas C >0, C' =0 et C < 0 et étudier les variations de fc sur |0;+00]
Par des compositions usuels, on sait que [z — 6*312] est décroissante sur |0, +o0o[ aussi le sens de variations de fo dépend
du signe de C. De plus : lim fo(x) =1+6C et lim fo(x)=1
z—0 T—>+00

ler cas : C' > 0 alors fo décroit de 1 +6C > 1 a 1 sur |0, +o0o[ et donc ne s’annule pas.
2eme cas : C' = 0 alors fo est constante & 1 donc ne s’annule pas.
3eme cas : C' < 0 alors fo croit de 14+ 6C <1 a1

1
-sil4+6C>20&C 2> ~5 alors fo ne s’annule pas

1
-sil+6C <0 C< % alors, puisque fo est continue et monotone sur ]0; +o00[ dans |1 + 6C, 1]

et que 0 €]1 4+ 6C, 1], on peut conclure que fo s’annule sur |0, +oo[ (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Conclusion : | [fo : 2 — 1+ 6Ce3%"] ne s’annule pas sur ]0, +oo[ si et seulement si C' > e

5) Donner enfin les solutions de (E) définie sur ]0, +00[. (On pourra utiliser Maple pour faire les calculs.)

e Si y est une solution de (E) sur |0, 4oo[ alors la fonction z associée est solution de (F;) sur |0, +oo[ donc, d’aprés 3) :
1+6Ce™3%"  fo(x)

N 6z T 6

et donc puisque y = yo — ~ona obtenu : y est solution de (E) sur |0; +oo[ = 3C > —é, y(x) = 3z —

1
dC eR, V>0, z(z) mais aussi z ne s’annule pas sur |0; +oo[ donc d’aprés 4), on a C > o
6x

1+ 6Ce—3*
Attention, le raisonnement de l’exercice est mené en implication...Il faut vérifier une réciproque !
6x

1+ 6Ce—3?

et on vérifie que c’est une solution de (F) sur |0, +oo[ en montrant : Vo >0, ¢/(z) —

e Réciproquement, la fonction y donnée par y(z) = 3z ouC > ~5 définie une application dérivable sur |0, +o0[

y(;)' +y?(z) + 927 =0

| EXERCICE N'4| Déterminer les solutions de équation différentielle 3’ + 2y + 2y = sin(az)e™* (E)
en fonction du parameétre réel a.

e Solutions homogénes :  On résout y” + 2y’ + 2y = 0. L’équation caractéristique est : 72 +2r+2 =0
—2+ 2%

Le discriminant est : A = 22 —4 x 2 = —4 = (24)? donc les racines sont complexes conjuguées : —g = —1+47¢et

—1 —14 et |’ensemble des solutions homogenes est donc Sy = { [m — e~ (Acos(z) + ,usin(a:))] | (A, p) € ]RZ}

e Solution particuliére : On remarque que : sin(az)e™* = Ym <emxe_x) = Qm <e(_1+m)“”>

On cherche donc une solution particuliére yg sous la forme yo = Sm(z) avec zg solution de (x) : y” 42y +2y = e(-1+ia)
Le second membre de (x) est alors de la forme P(x)e™* avec P(x) = 1 et m = —1 + ia. On recherche une solution z
avec zo(z) = Q(x)e™* ou l'on choisit le degré de @ selon que m soit racine ou non de I’équation caractéristique.

ler cas:a ¢ {—1,1} alors —1+ia n’est pas racine de ’équation caractéristique alors deg Q = deg P = 0 soit Q(z) = a € C
alors z(z) = ae"1T% (x2), zi(z) = (=1 +ia)ae "V (x2) et 2"(z) = (-1 + ia)?e "1V = (1 — a2 — 2ia)ae~1HD (x1)

zo solution de (E) & Vo € R, (2+2(=1+1a) + (1 — a? — 2ia)) ae( 71T = o(-1Hi0)2 o o = (1 — a? # 0 ouf!)

1—a?

e’ . e’
de sorte que la solution particuliére yo est donnée par yo(x) = Sm <1 26“”5) =1 sin(ax)
—a —a

2nd cas : a € {—1,1} alors —1 + ia est racine simple alors deg @ = deg P + 1 = 1 soit Q(x) = ax + 8 ou (a, ) € C?
alors zo(z) = (az + e (x2), z(z) = (a + (=1 +ia)(az + ﬂ))e(_lJria)“ = ((—1 +ia)ar + o+ (=1 + ia)ﬂ)e(—lﬂ'a)x (x2)

et 2'(x)= ((flJria)aJr(71+ia)((*1+ia)a:v+a+(*1+ia)5))e(71+m)z = ((17(1272ia)ax+2a(fl+ia)+(1fa2f2ia)5)e(71““)” (x1)
2o solution de (E)

& Vz eR, ( (2 + 2(=1 + ia)a + (1 — a® — 2ia)a) = + (28 + 2a + 2(~1 + ia)8 + 2a(—1 + ia) + (1 — a® — 2ia)B) )eH“W = e(1tia)e

=1—a?=0 =(1—a?)B+2iaa=2iac
1 —ia 1 —ia ; a ;
& 2%aan=1 ©a=-—=— car—=asiac{—1,1}aussi zp(z) = —ze("17W0T = _Zpe=T x je~iaz
2ia 2 a =Ly o(@) 2 2
de sorte que la solution particuliere de (E) est yo ot yo(z) = Sm(20(z)) = —5366*1 cos(ax)

Finalement, I’ensemble des solutions de (F) est

-staeR—{-1;1}: S= {[x — e~ (Acos(z) + psin(z)) + 16

—x

0 sin(ax) ‘ (A, p) € R?

-siae{-1,1}: S= {[w — e % (Acos(z) 4 psin(x)) — gxe*I cos(ax)] ‘ (A, ) € IR{Q}




‘EXERCICE N°2‘ Résolution de I’équation 2% —2ez +1 =0 ou 0 est un paramétre réel

On considére 'équation complexe (Ep) : 22 —2¢?24+1=0 pour 6 € [0,2n].
On note 21 et 25 les deux racines complexes (éventuellement égales) de cette équation.

1)a) Calculer le discriminant de cette équation en fonction de 6.

Le discrimiant de I’équation est A = ( — 26”)2 —4x1x1=4e* —4

b) Montrer que Si (Eg) admet une I'aCine rée].le aIOI'S C’eSt une I'aCine doub].e (On pourra utiliser la somme et le produit des racines)
_26i9

Notons z1 et z9 les deux racines complexes de cette équation. On sait que : z1 + 20 = — = 2¢ et 2129 = 1= 1

z1z2 = 1 entraine qu’une racine de (Ejy) n’est jamais nulle et que, si I'une des racines est un nombre réel, 'autre aussi.

Par exemple : z; € Ret 21 #0 = 2o = — € R. Par conséquent, la somme z; + 25 des racines est aussi un réel.
Donc: 2z +20=2%cR = =0[n] = 0 {0,7,2r} car § € [0,271] = A =4e?0 —4=0

Ainsi, si 'une des racines de (Ey) est réel, alors le discriminant de (Ey) est nul donc cette racine est en fait une racine double.

¢) Montrer que les parties imaginaires de z1 et 29 sont sont soit toutes deux nulles soit de signes contraires.

1 1 a—ib b Sm(z1)
Vuque: z9=— siz =a+ibou (a,b) e R?alors 29 = — = aussi Sm(zo) = — =—
d T ! (a,5) T atib aZ+b? (22) a? + b? | 212
. . —Sm(21) Co
Mais alors : soit Sm(z1) = 0 et alors Sm(z2) = P = 0 donc les deux parties imaginaires sont nulles
<1
: (Sm(z1))? o . .
soit Im(z1) # 0 et alors Sm(z1)Sm(ze) = ————"— < 0 donc les deux parties imaginaires sont de signes contraires.

|21/

2)a) Démontrer que, pour 6 € [0;27], €% —1 = 2sin(f) [~ sin 6 + i cos 6]
VO € [0,2n], €¥0 —1=e?(e? — e ) = e x 2isin(h) = 2sin(h) x i x (cosf + isinf) = 2sin(f) [~ sin O + i cos 6]

b) Déterminer alors, sous forme exponentielle, les racines carrées de e — 1

—sinf = cos(6 + 7)

. . ya e . 2i0 L2210 1 _ 9 i(0+3)
e Sif € [0, 7] alors sin(f) > 0 et I’écriture exponentielle de e —1 est : e’ —1 = 2sin(f)e"" "2/ car { cos = sin(6 + )

g g = 2 . ; s g ™
aussi e??—1= (\/QSin Hel(ngZ)) et donc, | si 6 € [0, 7], les racines carrées de €2 — 1 sont v/2sin e’(5+7) et —v/2sin fel(5+71)

sinf = cos(0 — %)

. : < - : 2i0 _ L2101 — _9g; i(6—%)
e Si 0 €], 27| alors sin(f) < 0 et I’écriture exponentielle de e lest:e 1 2sin(0)e’’"2) car ¢ T cos8 = sin(6 — =)

. . 1\ 2 3 ] x : x
aussi €% —1 = (\/2| sin9|ez(%’1)) et|si 6 € [, 2], les racines carrées de €2 — 1 sont \/2[sinfle(2~%) et —/2[sin e’z 5)

c) En déduire les racines de ’équation (F) dans le cas ou 0 € [0; 27]

Ona: A=2%x(e* —1) desorte qu'on peut déterminer dans chaque cas une racine carrée de A
e Dans le cas ou 6 € [0, 7] :

une racine carrée de A est 6 = 2 x v/2y/sin fe'(3 1) = 2(1 4+ 4)v/sin Be'? car v/2e'i =1+
9
i3

2¢%% 4 2(1 + 4)V/sin fe
2

= ¢ + (1414)Vsinfe’z et z_ = ei® — (1+14)y/sinfe'

Les solutions de (Fy) sont z; =

e Dans le cas ou 6 € [r,27] :

une racine carrée de A est § = 2 x /2,/|sin 6 e3=1) = 2(1 —1i)4/| sin 9|eig car 2e 75 =1—4

2t +2(1 —i)/[sinfle’s . . . .
Les solutions de (EO) sont zy = ey ( ;) |Sln |62 :ele+(1—i)\/|sin0|ezg et z_:ele—(l—i)\/|sin9|e’%




n—1
k
EXERCICE N°3‘ Calcul de la valeur de H sin (—W>
n

k=1 n—1
n
Pour n € N avec n > 2, on définit pour z € C les nombres complexes P(z) = (z+1)" =1 et Q(z) - 1) 2k
k=0
On appelle aussi  zg, 21,..., 2n—1 les n solutions complexes de I’équation P(z) =0

telles que 29 =0 et arg(z;) < arg(za) <--- < arg(z,—1) ou arg(z) est 'argument principal de z dans [0, 27|
1) Préliminaire : Si 6 € [0,27], donner la forme exponentielle de % — 1

. A . . . 0 0\ .=«
Pour tout 6 dans [0, 27, e —1=¢i% x (elg - e_lg> = ¢'% x 2isin <§> = 2sin <§> "3’

-6
2

, 0
aussi |V € [0,2n], €? —1=2sin <§> e'

N[D
SN—
V
o
n
@,
N|D
m
=)
3

qui est bien la forme exponentielle car 2 sin (

2) Reésoudre P(z) =0 et identifier les nombres complexes zp, 21,..., Zn—1
P(z)=0 & (z+1)"=1 & 3Jke[on-1], z+l=crn <& TFke[on-1], z=en —1
L’ensemble des solutions de P(z) = 0 est donc {e% -1 | ke [0,n— 1]]}

On sait que zp =0 aussi il reste a identifier z1, 23, ..., 2,1 parmi les nombres de {e% —1 | kell,n— 1]]}

Or: Vke[l,n—-1], 0< 2kt 97 et aussi donc, d’apreés 1), on connait la forme exponentielle de eI 1

n
ik . kﬂ' () kw . . kT T kﬂ'
e®® 1 =2sin <—> e(3+5)  de sorte qu’on trouve 'argument principal : arg <€2: — 1)
n

= -4+
2 n
puisque, si k € [1,n — 1], alors §§§+%<g+ﬂ et don(;( gl)—i—%ﬂe[O,Zw[
2im i(n—1)m

de sorte que : arg (eT — 1) < arg (e% — 1) < --- < arg <e n — 1) ce qui permet d’identifier les (Zk)ke[[l,n]]

2ikm Ekm

20=0 et VEe[l,n—1], zx=e¢en —1z2$in(k“)ei(%+n)

n

3) Démontrer que: Vz e C, P(z)=2Q(z)

En utilisant la formule du binéme, on a :

n n n—1
VzeC, P(z)= (:) Zk_l:z<:> Zk:Z(pil) 2PT1 en posant p =k — 1

k=0 p=0

k
n—1
n
aussi: VzeC, P(z) = < > 2HF1 " car Pindice est muet
= \ k+1
= n
= 2 (kz N 1) 2% = 2Q(2) en factorisant par z donc |Vz € C, P(z)=2Q(z) ‘
k=0

n—1

Nous verrons un résultat (unicité du quotient et reste dans la division euclidienne)justifiant que : V2 € C, Q(z) = H (z — 2z)

n—1 k=1
km
4) En admettant ce résultat et en calculant Q(0) de deux fagons, déterminer la valeur de H sin (—)
n
k=1

n—1 7 . ) - ‘
On a, d’une part, Q(z)= Z 2" donc,en évaluant en 0, |[Q(0) = = n| mais d’autre part :

" 1l ! (kﬂ- 1l ( (ﬂ- kﬂ_))
= (=2)" x sin [ — | x exp|i( =+ —
n 2 n
k=1 k=1 )
T km - 7 kw
_ —9 n—1 . phi L .
(-2) X Sm(n xexp(i Z<2+n)>
=l k=1
. i

n—1 n—1
km km n
. . __ on—1 . . . . .
Finalement, on a donc : Q) =2 k|,|1 sin <_n > =n soit | | sin <—> = on




