Correction du DM n° 4 des éléves de PTSI

’EXERCICE N1 ‘ ABC et A'B'C’ sont des triangles non aplatis du plan.

On appelle D1, Dy et Ds les paralléles respectives & (AB), (CA) et (BC) passant respectivement par C’, B’ et A’
et A1, Ay et Ag les paralleles respectives a (A'B’), (C'A’) et (B'C") passant respectivement par C, B et A.

L’objectif de 'exercice est de prouver que

si D1, Dy et D3 sont concourantes alors il en va de méme pour Ay, Ag et Ag

On utilisera pour cela le repére (A; z@, z@) et on notera A’'(a1,az), B'(b1,b2) et C’'(c1,¢2) les coordonnées des points
A’, B’ et C' dans ce repére qui seront des parametres du probléme.

—_—
1) Montrer que : det(C'A’,C'B’) =k x det(ﬁ, @) ou k est un réel a déterminer en fonction des parameétres.
—— (b — = =
Dans le repére (A;E,@), onadonc: C'B ( ! Cl) et C'A <a1 Cl)
by — co az — C2
— —
soit C'B'= (b1 — 1) E + (by — 02)? et C'A = (a1 — Cl)xﬁ + (ag — @)/ﬁ
det (C/A,, C/B,) = det ((a1 = 61)1@ + as — 02 ? bl = 61 1@ + (bg = 62)1@)
= (a1 = 01)(b2 = CQ) det (A ,z@) as — CQ b1 = Cl) det (fTCz' zﬁ) par bilinéarité
= (al = Cl)(bQ — 02) — (CLQ — 62)( — Cl)) x det (A ﬁ) par antisymeétrie

—
Ainsi, on a prouvé que |det (C’A/, C'B’ ) =k x det (zﬁ B) o k= (a1 —c1)(ba — ca) — (ag — c2) (b1 — ¢1)

2) a) Déterminer des équations de D; et Dy dans ce repére.
Quelles sont les coordonnées du point d’intersection P de ces deux droites?

e Dy est la paralléle a (AB) qui passe par C’' donc Dy passe par C'(c1, c2) et elle est dirigée par ﬁ
det (ﬁ,ﬁ) =0 —(y—c2) =

£0
Une équation de la droite D; dans le repére (A; 1@, ﬁ) est ¥y = co

— —_— _
M(x,y) € Dy < C'M et xﬁ sont colinéaire < det (C’M, E) = :; Zl
—C2

0
e Dy est la paralléle & (AC) qui passe par B’ donc Dy passe par B/(by, be) et elle est dirigée par 1@ <1>
On peut adopter une rédaction analogue & ce qu’on a fait auparavant ou utiliser cette autre rédaction :
0
Dy est dirigée par 1@ (1 donc elle admet une équation du type 1 Xz —0xy+c=0 oluceResta

déterminer. Or, puisque B’(by,b2) € Dy, ona: by +c=0 soit c=—b
Finalement, une équation de la droite Dy dans le repére (A; ﬁ, ﬁ) est x = by

Tp . . . .
e On cherche les coordonnées ( ) € R? du point d’intersection P de ces deux droites.
yp

Yyp = C2

" b puisque les coordonnées de P doivent vérifier les équations des deux droites.
P =01

P(xp,yp) G’Dlﬂ’D2<:>{

‘Le point d’intersection P de D et Dy a pour coordonnées P(by, ca) ‘

b) Donner une équation de D3 dans ce repére.
En déduire que les droites Dy, Dy et D3 sont concourantes si et seulement si by + co = a1 + a9

(%)
e D3 est la parallele a (BC) qui passe par A’ donc D; passe par A'(a1,as) et elle est dirigée par B? ( )

det(ﬁﬁ =0

r — ay

— —
M(z,y) € D3 & A'M et % sont colinéaire < det (A'M, @) =0 < y—a
—a

& x—al—f—y—aQ:O

Une équation de la droite D3 dans le repére (A; B, zﬁ) est z+y=aj+ a
e D;, Dy et D3 sont concourantes si et seulement si D3 passe par le point d’intersection P de D; et Dy
autrement dit : Dj, Dy et D3 sont concourantes < P(by,co) € D3 < by +co —a; —ag =0

On a donc démontré que |les droites Dy, Do et D3 sont concourantes si et seulement si by + co = a1 +as (%) ‘




3) Donner des équations de A, Ag et Az dans le repeére.

: . — (b —a
o A est la parallele & (A’B’) qui passe par C donc A passe par C(0, 1) et elle est dirigée par A'B’ o
2 — a2

det (AB, AC) = 0

#0
-~ (bz = ag)x = (bl = al)(y = 1) =0

Une équation de la droite Ay dans le repére (A; ﬁ, ﬁ) est (bo —ag)r — (b1 —a1)y = a1 — by

x bl—al

— — =
M(z,y) € Ay < CM et A'B’ sont colinéaire < det (CM,A'B") =0 < yo1 by—a
- 2 — a2

C2 — a2

det (AB, AC) =0

£0
< (ea—ag)(x—1)—(c1 —a1)y=0

. .. — [ &1 — a1
e Ay est la parallele a (C'A’) qui passe par B donc As passe par B(1,0) et elle est dirigée par A'C’

r—1 ¢ —aq

— — _ —
M(x,y) € A1 & BM et A'C’ sont colinéaire < det (BM,A'C’) =0 & y o —a
2 — G2

Une équation de la droite Ay dans le repére (A; ﬁ, 1@) est (ca —ag)xr — (c1 —a1)y = cy — ay

Y b
e A3 est la parallele a (B'C”) qui passe par A donc Aj passe par A(0,0) et elle est dirigée par B'C’ <C1 b1>
C2 — 02

det (AB, AC) =0

#0
= (CQ = bQ)CE = (Cl = bl)y =0

Une équation de la droite Az dans le repére (A; B, @) est (ca —ba)x — (c1 —b1)y =0

(bg — Cg)x' — (bl — cl)y =0
(ca —ag)xr — (c1 —a1)y = ca — az

X Cl—bl

— —
M(z,y) € Ay & AM et B'C’ sont colinéaire & det (W,B’C’) =0 & Y co—b
2 — 02

4) Démontrer que, si (%) est réalisée, alors M(z,y) € AiNA3NA; & {
On suppose que (x) est réalisée c’est a dire que by + ca = a1 +ay  soit encore que a3 — by — (ca —ag) =0

(bg - a2)$ — (bl — al)y = a1 — b1 (Ll)
M(x,y) EAITNAINA; & (CQ = ag)x = (Cl = al)y =Cy — as (Lz)

(c2 —bo)x — (c1 —b1)y =0 (L3)

(bg = Cg)x = (b1 = Cl)y = a1 — b1 = (CQ = a2) =0 (L1 < L1 = Lg)
& (c2 —ag)x — (c1 —a1)y = c2 — as (L)

(c2 —b2)x — (c1 —b1)y =0 (L3)
& { EIZ : 222))2 : ((Izll : 211))?2::0@2 o Eé;% puisque L3 correspond & —L;

5) Conclure.
On suppose que les droites Dy, Do et D3 sont concourantes. Alors : by + ¢y =a; +az (%)

A1, Asg et Ag sont concourantes si et seulement si - A; N Ay N Ag est réduit & un point.
(bz — ag)ZC — (bl — al)y = a1 — bl
si et seulement si (c2 —ag)x — (c; —a1)y = ca —ag a une unique solution
(62 — bg){L‘ — (Cl — bl)y =0
{ (bg — 02)33 — (bl - cl)y =0
(c2 —ag)r — (c1 —a1)y = ca — ag
puisque (*) est réalisée
(bg —ca) —(b1 —ec1)
0
(c2 —az) —(a—a) 7
si et seulement si  —(by — c2)(c1 —a1) + (c2 —a2)(by —c1) #0
si et seulement si  (ba — c2)(a1 — 1) — (b1 — ¢1)(c2 —ag) #0

i 'B'C’ i i A, C'F AB, AC
Or, on sait que A'B'C" et ABC' sont des triangles non aplatis donc det (C A.C'B ) #0 et det (A ,A ) #0
— ——
aussi, d’aprés 1), on a: det (C'A",C'B") = ((b2 —c)(ag — 1) — (b — 1) (ea — a2)> det (A§,A8) #0
—_———

#0
soit 1 (by —ea2)(a1 —c1) — (b1 —c1)(ca —ag) #0 : les droites Aj, Ag et Ag sont donc concourantes.

On a donc finalement démontré que : ‘Dl, Dy et D3 sont concourantes = A1, As et Ag sont concourantes

si et seulement si a une unique solution

si et seulement si




-

’EXERCICE N°2‘ Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O; 7, 7). (unité graphique 2 cm)

C et D sont les points de coordonnées respectives (1,0) et (—1,0). a et b sont des réels avec |a| > 1
1) On appelle Ty le cercle de centre le point de coordonnées A,(a,0) et de rayon va? — 1
Donner une équation cartésienne de I',. Représenter sur une méme figure I‘%, Ty, T3, F—%’ T setT'_3

On utilisera uniquement la régle (non graduée) et le compas. On pourra expliquer sur un dessin & part comment on obtient 2v/2, /3, etc...

Montrer que le rapport % est constant lorsque M parcourt le cercle 'y,

o ', est le cercle de centre le point de coordonnées A, (a,0) et de rayon va? — 1 donc
une équation cartésienne de I'y est (z —a)? + 9> =a®? —1 soit encore 22 +y?> —2ax+1=0
e Le point D(—1,0) n’est jamais un point de I'y car (-1 —a)? +0% —a? +1=2+2a=2(1+a) #0si |a| > 1

2

. . M
aussi, pour tout point M de 'y, M D # 0, on peut donc calculer le rapport UDE
Notons (zar,yar) les coordonnées de M, alors 3, + y3; — 2azar + 1 = 0 de ce fait :

- si zps = 0 alors y?u + 1 =0 ce qui est absurde donc x5 # 0
=2ax )5

—_—~
_ M02 _ ($]M = 1)2 + (y]v[ = 0)2 _ l’?\/f +y12w + 12z _ 2axy — 2x0r _ a—1 car T 75 0
MD?  (zm+1)24 (ym —0)2 23, + i+ 1422y 20em +22m a1
—_——

=2ax )5

1 .
est constant égale & \/ ——— | On peut vérifier que |a| > 1 = %=L >0

Finalement : si M est oint de I', alors
1n. men 1 unp 11 T a+1 at1

2) C est le cercle de centre le point de coordonnées By (0, b) passant par C.
Donner une équation cartésienne de Cp. Justifier que Cp passe aussi par D
Représenter sur la figure précédente les cercles Cp, C1, Co, C_1 et C_o

Le rayon de Gy est égale a la distance entre le point C(1,0) et le point de coordonnées By(0,b) soit v/1 + b2

aussi | une équation cartésienne de G, est 2 + (y — b)2 =b> +1 soit encore 2 +7y% —2by —1=0
Comme (—1)? + (0 — b)? = 1 + b2, les coordonnées de D vérifient ’équation de G, donc

3) Prouver que les cercles I'y, et Cp sont toujours sécants.

On note My(xg,yo) un point d’intersection de ces cercles.

Donner les équations des tangentes aux cercles issues de My et prouver que celles-ci sont toujours orthogonales.
e La distance séparant les centres Aq(a,0) et By(0,b) des cercles Ty et Cp est A,By, avec A,By? = a2 4 b2.
Démontrons que : |va2 —1—+1+b2| < A,By < Va2 — 1+ 1+ b2
autrement dit : (\/(12 —1-— \/1 + b2>2 < a? + b2 < (\/&2 — 1+ \/1 + b2)2 car [z — 1‘2] est strictement croissante sur R
Or: (Va2 —14+vV1+02)2 —(a®?+®¥) =a?-1+14+b2+2vVa2 —1vV1+b2— (a®>+b%) =2vVa2 —1vV14+b2 >0
et: (Va2 —1-vV1+8)2—(a®2+b)=0a?-1+1+5%—-2va2—1v1+82— (a2 +b%) =—-2vVa2 - 1vV1+82 <0

On a donc justifié que
Va2 —1 -1+ < A,By < Va2 — 1+ 1+ b2 ol va? — 1 est le rayon de I'y et V1 + b2 est celui de G,
aussi on peut affirmer que intersection I'y N G est constitué de deux points : ‘Fa et Cp sont donc toujours sécants‘
e Soit My(xg,yo) 'un des points de T'y, N Cp,

e — o — a N R
-le vecteur A,M, 0 est un vecteur normal & la tangente 7, & T’ en My(zo, yo)
Yo
la tangente 7T, a donc une équation du type (xo — a)x + yoy + ¢ = 0 ol ¢ € R vérifie (xg — a)xo + y3 +c =0
aussi ¢ = —( l‘% + yg —axg ) =1 — azg donc [une équation de 7, est oz + yoy — a(x + z9) + 1 =0
—_———
=azo—1 car Mo€la 3 mettre en paralléle de ’équation de T'y @ 22 + 32 —2ax+1=0

—
-le vecteur By, M,
Yo — b

) est un vecteur normal & la tangente T, & C, en My(xo, yo)

la tangente 7, a donc une équation du type zoz + (yo — b)y + d = 0 o1 d € R vérifie (23 + (yo — b)yo +d = 0

aussi d = —( a:g + yg —byo ) = —1 — byp donc | une équation de T est xox + yoy — b(y +yo) —1 =10
—

=l+byo car Mo€Cy 4 mettre en paralléle de I’équation de €, : 22 +y2 —2by—1=0

Aussi, les droites T, et Tp sont orthogonales si et seulement si A, My et By My sont orthogonaux
_— o —Qa X
Or: A Mo.ByMy= | . ° )= T3 —azo + y3 — byo = % X (:B% 4 x% — 2axo +y§ + yg = 2by0> =0
Yo Yo — b ~— —

717y(2) 17:)38
en utilisant que My € I', et que My € C, et donc que (zg, yp) vérifient les équations de ces cercles
Les vecteurs A, My et By My sont donc orthogonaux et, par suite, on a démontré que :
’si My est un point d’intersection de I', et Cp, alors les tangentes aux cercles issues de My sont orthogonales‘




