Correction du DS n°1 des éléves de PT'SI

sinzx
Vb —4coszx

1) Donner le domaine de définition de la fonction f et justifier qu'il suffit d’étudier f sur [0, 7]
Comment obtenir la courbe représentant f sur la totalité de son domaine de définition a partir du tracé sur [0, 7] ?
e On sait que, pour tout z réel : —1<cosz <1 < 0<1<5—-4cosx <9 & 1<+vb—4cosz <3

en composant par /" strictement croissante sur R4

’EXERCICE N°1‘ Etude d’une fonction On considére application f définie par f(z) =

Dés lors, ‘ la fonction f est correctement définie sur R ‘ : c'est le quotient de la fonction [« — sinz] par la fonction [z — /b — 4 cos ]| qui ne
s’annule pas sur R.
q . Ao c i _ sin(z+2m) _ sin = _
e La fonction f est clairement 27 périodique : Vz € R, s e RS z+ 21 € Ret f(x + 27) = gy e = T f(z)
sin(—zx) — sin(x)

et elle est impaire : Vz €R, —z € R et f(—z)= 5~ dcos(—2) = o Toos(a) = —f(=z)

‘Il suffit donc d’étudier la fonction f sur [0, 7] ‘ : & partir du tracée représentant f sur [0, 7], on obtient la courbe représentant f sur [—m, 7]

en réalisant une symétrie de centre O puis, a partir du tracé sur [—m, 7], on obtient la totalité de la courbe représentative de f sur R par des
translations de vecteurs 2rk7 (k € Z).

2) a) Démontrer que —2cos?z +5cosx —2 a le méme signe que 2cosx — 1 sur [0, 7).
On remarque que : —2cos?z + 5cosz — 2 = P(cosz) ou P(X)=—2X2+5X —2.

Le discriminant de P est A =25 — 4 x (=2) x (=2) =9, il a donc deux racines X; = _5_; S _ 2et Xo = _5_1_ 5 _ ;
aussi P(X) se factorise en P(X)=—-2X2+5X-2=-2(X-2)(X-1/2)=(2—-X)(2X - 1)

Ainsi: Vz €R, —2cos’z+5cosx—2= P(cosz) = (2 —cosx)(2cosz — 1)
Mais: Ve €R, —1<cosz<1=2—cosz>0 donclesignede —2cos?>x 4 5cosz — 2 est celui de 2cosz — 1

Ainsi : |I'expression —2cos?x + 5cosz — 20 sur [0,7] (ou sur R) a le méme signe que I'expression 2cosxz —1 >0

b) Justifier soigneusement la continuité et la dérivabilité de f sur [0, 7] et calculer le nombre f’(z) lorsque z € [0, 7].

D’apreés les théorémes usuels, la fonction [z +— 5 — 4 cosz] est clairement continue et dérivable sur [0, 7).

Elle est a valeurs dans [1,9] d’aprés les calculs de la question 1).

Or, la fonction racine est continue sur Ry et dérivable sur |0, +o00[ donc elle est continue et dérivable sur [1,9].

Aussi, par composition, [z — /5 — 4 cos x| est continue et dérivable sur [0, 7] ou elle est & valeurs dans [1, 3].

La fonction sinus est continue et dérivable sur [0, 7] et la fonction [x — /5 — 4 cos x| continue et dérivable sur [0, 7] et
elle ne s’annule pas sur [0, 7] donc le quotient f de ces fonctions est une fonction continue et dérivable sur [0, 7]

‘La fonction f est continue et dérivable sur [0, 7] ‘

De plus, pour tout x dans [0, 7], on a :

4 1 .
f,(x):cosxx\/5—40053:—(\/5—40051:)’xsin:n _ cosz X v5—4cos:n—2\/%xsmx

5—4cosz 5—4cosz
cosz X (5 —4cosx) — 2sin® x
(b —4cosz)y/5 —4cosx

—2cos?x + 5cosx — 2

(5 —4cosz)y/b —4cosx

Finalement, |Vz € [0,7], f'(z)=

3) a) Donner le tableau des variations de f sur [0, 7].

On sait que, pour tout x réel :

5—4cosz >0 et +5—4cosz >0

donc le signe de f'(z) sur [0, 7] est celui de —2cos?z + 5cosz — 2 Snpecuiddonciconsiminch chiablc ot

autrement dit celui de 2cosx — 1 d’apreés la question I-2-a. Ix 0 m/3 T
Sur [0, 7] : f'(x) + 0 -
chosx—le@cosx:%@ng 1/2
e2cosz—1>0&cosz >3 < x €0, %] f 4 pt
@ 1 0 0

Enfin, clairement : f(0) = f(7) =0 et f(7/3)= ==



b) Tracer la courbe représentative de f sur [0, 7] en trait plein puis sa représentation sur [—7, 7] en pointillés.
(unités : 6 cm pour 7 en abscisse et 6 ¢m pour une unité en ordonnée)

0.6
0.4+

0.21

-0.6 1

’EXERCICE N°2‘ Equation et inéquations trigonométrique
1°/ Résoudre sur R 'équation : (E) 2sin®z + 2cossinz — 1 =0

On sait que : Vz € R, 1 — 2sin’z = cos(2z) et 2 sin x cos x = sin(2x) aussi
(E2) & —cos(2x) + sin(2z) = 0 & cos(2z) = sin(2z) = cos (5 —2z) < 2z=73 -2z [27] ou 2z =-3% + 2z [2n]
™ s s
<:>4IL‘:§[27T] ou =-3 2r| @z =% [3]
7T 7"' . -
Finalement, ’ensemble S des solutions de (E) est |S = {g + kz§ | k€ Z} impossible
2°/ a) Quel est le signe de u(x) = 2cos(4x) — 1 sur [0, §]?
En utilisant des propriétés de u, en déduire le signe de u(z) sur [—Z, 27].
PR : rox | x| —7/2 —5m/12 —m/12 /12 5m/12 7/’
Etablir enfin que le signe de u(z) sur [~ 3, 5] est : e n 0 — 0 T 0 = 0 "
Si z € [0, %] alors 4z € [0, 7] et donc :
e2cos(dz) —1=0cos(dz) = 4z =2 S 2 =T Asention! 4z € [0,1]
e 2cos(4z) — 1 > 0 < cos(4x) >%<:>0<4m<%©0<m< o
. . . z |0 #/l2 /4
On obtient donc le tableau de signe suivant :
u(x) + 0 -
Mais, la fonction u est paire puisqu’elle est définie sur R, centré en 0, et vérifie Vo € R, u(—x) = u(x)
Par ailleurs, u est § périodique puisque : Vo € R, u(x + ) = 2cos(4x + 2m) — 1 = 2cos(x) — 1 = u(x).
A partir  du 81gne de wu(r) sur [0,7] on déduit le signe de wu(w) sur [-F,7] par parité
x | —m/4 —m/12 /12 /4 . e . : 3w
) — 0 T 0 — puis par périodicité on obtient celui sur [—7, 5] :
x | —7/4 —m/12 /12 5m/12 /12 3r/4 e e B e
(@) — 0 T 0 — 0 n 0 — puisque —5+ % =35, 5+ 5 =15
s | oz | —-7/2 —57/12 —m/12 /12 5m/12 T/2 | . sn 7n
et donc, par parité & nouveau, on a : ) T 0 — 0 T 0 — 0 T Z |z, =2
b) Résoudre sur [—7, 5] I'inéquation : (I) sin(5z) — sin(3z) > sin(z)
En utilisant les relations de trigonométrie, on sait que :
Vr R, sin(5z)—sin(3z) = sin 5 —;— 3r  br— 3x> : <5w —;— 3z 5z ; 3x> e (537 ; 33:) cos <5x —;— 3$>
soit: Vz € R, sin(bz)—sin(3z) = 2sin(z )cos(4a;) et : (I) < 2sin(z) cos(4x) > sin(z) < sin(z) x (2 cos(4x)—1) > 0
On utilise alors un tableau de signe pour résoudre sur [—3, 5] :
x —m/2 —5m/12 —m/12 0 /12 5m/12 /2
sin(z) — | — | -0+ | + | +
u(x) + 0 — 0 + ]+ 0 - 0 +
sin(z) X u(x) - 0 + 0 -0+ 0 - 0 +

L’ensemble des solutions sur [-7, ] de (I) est donc |S =] — %, —%[U] ,%[U]%, g]




’EXERCICE N‘3 ‘ On considére 'équation différentielle (1 — x)y' +zy =e* (F)
et on note Iy =] — 0o, 1[ et I3 =|1, +0o0[ les deux intervalles de R
1) Trouver une solution simple sur R de cette équation différentielle.

La fonction exp est continue et dérivable sur Ret : Vo € R, (1 —z)exp/(z)+xexp(z) = (1 —x)e” + xe® = €”

aussi ‘la fonction exponentielle est une solution évidente de (E) sur R‘

2) Si I est I'un des intervalles I1 ou I, résoudre (E) sur [

On connait déja une solution particuliére de (E) sur R donc aussi sur 1.
11 nous suffit donc de déterminer les solutions homogeénes autrement dit les solutions sur I de : (1 —x)y' +y =0 (H)

Or,sur I, 1 —x #0donc: (H)&y + %y =0 or la fonction [a RS } est continue sur
—x

— X

—14+1 1 1 !
Elle admet donc des primitives et : Vz € I, a(x) = wli—i_ =-—1+ | =-1- T <— x—In|z — 1|>
—z —z T —
de sorte que les solutions de (H) sont les fonctions h¢, o C est une constante réelle, donnée par I’expression :
Ve eI, ho(x)=Cexplx+Injx—1])=Cxe® x|z—1| Or, z— 1 garde un signe constant sur / donc

I'ensemble des solutions homogenes sur I est Sy = { [ Hj : N %1)8,% ] ‘ A E ]R}

. ; . - R — R
Finalement, I’ensemble des solutions sur I de (F) est Sy = { [ T o e+ A(m—1)e? } } A€ R}

3) En déduire les solutions de (F) sur R.
Pour trouver les solutions sur R, on réalise un recollement de solutions en 1.
Analyse  On cherche des conditions nécessaires sur f pour que f soit une solution de (E) sur R.
Si f est une solution de (E) sur R alors :
e c’est une solution sur I; et Iy donc il existe des constantes réelles A1 et Ag telles que :
Veeli, f(z)=e"+M(z—1)e" et Vel f(x)=¢e"+ la(r—1)e"

e f doit étre continue en 1 c’est a dire que lim f(x et lim, ,;+ f(x) € R existent dans R et sont égales :
z—1—

SiAeER: € +Az—1)* —e donc lim f(z)= lim f(z) = f(1) pour (A1, \2) quelconques dans R?
g N——— r—1 r—1t x—1—

=l ¢ z—1 v
— f(1 _
e f doit étre dérivable en 1 c’est a dire que lim+ f(a:){() et lim,_,1- %{(1) existent dans R et sont égales :
r—1 ap =
— f(1 T+ Mz —1)e® — T —
Mais : Vz > 1, fl) - 1) _ £ il )e €_ € ¢ + Mt —— e
x—1 x—1 x—1 S~~~ r—1t
~—— —>Aiete
e l=e el
A f(z) = f(1) e . , B B
De méme 1 Aoe 4+ e aussi la dérivabilité en 1 impose : e+ Me=e+ e & A = Ao
xTr — r—1—

On a donc justifié que, si f est une solution sur R de (E), alors : 3IA € R,Vz € R, f(z) =€ + Az — 1)e”
Synthése Si on note Sg est ’ensemble des solutions sur R de I’équation (E), 'analyse a prouvé que :

R — R
SRC{|:(L‘ > ex—i—)\(sc—l)e”]’)\eR}
Puisque les fonctions du type [z — e* + A(z — 1)e®] ou A € R sont bien continues et dérivables sur R et qu’elles vérifient

Iéquation (E) (en 1) : 0 x f/(1) + 1 x f(1) = e = €', 'autre inclusion est vraie et donc :

R R
L’ensemble des solutions sur R de 'équation (E) est Sg = { [ N : e + Az — 1)e? ] ‘ A€ R}

Dans la suite, on appelle f; 'unique solution de (F) sur R vérifiant fx(0) = k
et on note Cx sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; 7, 7) du plan.
4) Déterminer fi(x). Donner un DL a lordre 2 en 0 de fy.
Vérifier alors que les tangentes aux courbes G au point d’abscisse 0 sont toutes paralléles lorsque k décrit R.
Déterminons la fonction fi. On sait que : IA € R, Vz € R, fi(z) =" + A(z — 1)e”
de sorte que :  fr(0)=14+Ax —-1=1—X et,parsuite: fr(0)=k & 1-A=k & A=1—-k
Finalement, on a donc: Vx € R, fi(z) =€+ (1 —k)(z N 1)e*. Cherchons alors un DLs en 0 de f :

fe(z) = (l—i—x—l—g+x25(x)>+(1—k)(x—1) 1+x+x2+x2€(x)) ol E(x)mo

= 1-1-K+0+0-k-0-k)z+ ;+(1k)12k)x2

a2 % (5(33) +(1- k)g + (1 k)ae(z) — (1 - k)s(x))

=e1(z)——0

x—0



z—0

k
Finalement, le DLs en 0 de fx est | fx(z) =k+z+ (1 - 2) 2 + 2% (x) ou e1(z) — 0

Pour démontrer que des droites sont toutes paralléles, il suffit de justifier qu’elles ont toutes la méme pente.
Or, la pente des tangentes au point d’abscisse 0 des courbes Cy, est le réel f;(0). Déterminons ce réel f7(0).
Comme f;, admet un DL(0), elle admet aussi un DL;(0) aussi elle est dérivable en 0 et le nombre f;(0) est le coefficient
en z du DL donc: Vk eR, fi(0)=1
Comme f7,(0) ne dépend pas de k, toutes les tangentes au point d’abscisse 0 des courbes Cj, sont paralléles lorsque k € R

’EXERCICE N°4‘

1) Résoudre sur R 'équation (E1): ¢ + 2y = —10e3% + ¢2? sin(x)

L’équation est résolue sur R.

e Equation homogéne : Il est clair que ’ensemble des solutions homogénes est
Su, = {[z— Ce ] | C e R}

e Solution particuliére : On utilise le principe de superposition des solutions.

1°/ On cherche une solution particuliére y; de 3’ + 2y = —10e3* sous la forme y;(x) = @e3® ou a € R
y1 est solution sur R de 3 + 2y = —e® & Vo € R, 3ae3® + 20e3” = —10e** & 5a=-10 & a= —2
ainsi 31 donnée par : y1(x) = —2e3*  convient.

2°/ On cherche une solution particuliére yo de 3’ + 2y = €** sin(x)

On remarque que : Vz € R, e**sin(z) = Sm (ehe”) =SQm (6(2“)”3)

Aussi, on recherche y, sous la forme y2 = Sm(z) avec z solution particuliere de y' + 2y = e(ZHiz

On recherche alors z sous la forme z(z) = ae®t9% o a € C
z est solution sur R de i/ 4+ 2y = e?1)% o Vo e R, (24 i)aet)? 4 20eH)e = )7 o (44 )a =1
1 4—i 4—34 : 4—74 . 4 1
Aussi: a= i 17Z et donc ya(x) = %m(%e@“)x) = e2z%m<71e”> = 1—7@295 sin(z) — ﬁezx cos(x)
Finalement, par superposition des solutions, y; + y2 est une solution particuliére de (E;) et ’ensemble des solutions de

(E3) est :

4 1
_ —2r 3z = g g T 2z
Sy = { [a: — Ce 2 EE 176 sin(x) 176 cos(a:)] | C € R}

2) Résoudre sur I =)0, +oo[ Uéquation (Es) :  2(1 4 In?(z))y’ +2(Inz)y = 1

L’équation est résolue sur I car = # 0 et 1 + In?(x) > 0 sur I.
2(Inx)
z(1+ (In a:)z)y

Il s’agit donc de trouver une primitive sur I & la fonction a donnée par : a(x) =

e Equation homogéne : On résout 'équation :  (Hz) : ¢ + =0

2(Inx)
z(1+ (Inz)?)’
Si on introduit u sur I donnée par u(x) = 1+ (Inx)? alors, par les théorémes usuels, u est dérivable sur I et :

Zl((j)) = (ln |u(33)]>/ = (ln(l + lng(x)>/ puisque u(z) > 0 sur [

1

w(x) =2x — xIlnz desorte que: Vrel, a(z)=
x

Finalement, I’ensemble des solutions de (H) sur I est

SH2:{[mHCexp(—ln(1+ln2($))} |0€R}:{[xH1HM] \CER}

e Solution particuliére : On applique la méthode de variation de la constante. On cherche une solution sous la forme

[yo : x — C(x)h(x)] ou C est une fonction dérivable sur I et [h DX ] est une solution homogeéne de (E).

1+ In?(2)
2(Inx)
z(1+ (Inx)?)

-~

=0 car h solution homogéne de (E)

/
& Veel,l'(z)=1= (ln:z:) en utilisant ’expression de h (h(x) # 0)

Yo est solution de (E) sur I & V€ I,C'(x)h(x) + C(z)h/(z) +

Inz
1+ 1In?(z)

Inz+C

Finalement, une solution particuliére de (E2) est [yo : © — | et 'ensemble des solutions de (Fs) est :




