PTSI : Correction du DS n° 2 des éléves de PT'ST

’EXERCICE N1 ‘ Un calcul dintégrale Durée conseillée 30 mn, baréme envisagé 2 points

bl
L’objectif de cette question est de calculer I'intégrale [ = / (sin5(a:) +e® COSQ(IL')>dl’
0

1) Donner une primitive F de [f : @ + sin®(z)] sur R
On a, pour tout x réel :

f(z) = sin®(x) = sin(z) x sin*(x) = sin(z) x (sinQ(a:))2

= sin(z) x (1 - cos2(af))2 = sin(z) x (1 — 2cos®(z) + cos*(z))

+1 /

(uk +(f)) ou wu(z)=cos(z), u'(z)=—sin(x) et k€ {2,4}
3 5 , 5 |

cosg(:l:) _cosB(x)> et |VzeR, F(z) = —cos(z) + 3 cos®(x) — : ] [ —

On retrouve alors des primitives usuelles /(z) x u*(x)

Aussi: VzeR, f(z)= (—cos(a:)+2

2) Donner une primitive G de [g : © — e~ cos(2x)] sur R.
6(—1+2i):v) !

On a, pour tout = réel : g(z) = e™*cos(2z) = Re (6_9”62%8) = Re (6(_1+2i)x> = [?Re(_l_’_%

(—=1+42i)z 2ix —1-2i .. 1 2
€ ) = §Re< e*]l: X%W) = e_zﬁﬁe(TZ62”> =e ?x ( F cos(2x) + = sin(2x)>
€

Or: %e(m

1 2
De sorte que finalement, |V € R, G(z) = —ge*x cos(2x) + ge*“” sin(2x) | convient.

3) Calculer alors I.
On introduit la fonction h donnée par : Vaz € R, h(x) = sin®(z) + e % cos?(z)

1 2 1 1
On sait que : Vz € R, cos(2z) = 2cos?(x) — 1 < cos?(x) = 4—(:(;5(:5) aussi  h(x) = f(z) + 56_:0 + ig(x)
1 1
Une primitive de h sur R est donc donnée par H on: Ve € R, H(z)=F(z)— 5679” + iG(x)
1 1 5 1 -~ 1 1 1

:I:[F I — F(T)— e 5 +=G(Z) = F(0) + - — =
et donc (z) 5¢ +W2G(x) . (%) 5¢ 2+ 2G(2) (0) + 5 2G’(O)
Or: F(%)=0, G(Z)=te?2, FO)=-1+2-1=-& et G(0)=-1

p_ 1. 4 1641543 _ 2 -T |, 17 SR . R P
donc: [ =45 x —ze 2 + =55 e~ 2 + 1z On a donc justifié que : | = £e 2 +15
’EXERCICE N°2 ‘ Résolution d’un systéme différentiel Durée conseillée 60 mn, baréme envisagé 8 points

1) Donner les solutions réelles de 3"’ — 4y’ +5y =1t (F1)

e On résout I’équation différentielle v — 4y’ + 5y =0 (H) associée a cette équation

L’équation caractéristique associée & (H) est 72 —4r+5=0 (x) de discriminant A =16 — 4 x 5 = —4 = (24)?
Il y a donc deux racines complexes conjuguées de (x) : r = # =241 et 7T =2—1et, par suite, on sait que

I’ensemble des solutions réelles homogenes est Sy = { [t et (A cos(t) + B sin(t))} | (A, B) € R?

e On cherche désormais une solution particuliére y; de (E;). Le second membre est de la forme P(t)e™ avec
P(t) =t et m = 0 qui n’est pas racine de (x) donc on cherche y; sous la forme [y : ¢t — (at +b)] avec (a,b) € R?
y1 est bien deux fois dérivables sur R et on a: Vt€R, yi(t) =at+b, yi(t) =a, y{(t) =0

2 oa =1 a = L
y1 est solution de (E1) & VteR, 0—4xa+5x%x (at+b) =t < { fh—da—0 & { b:%%a: %
. N ot + 4
Une solution particuliére de (E;) est donc  |y; : ¢ — T
. 13 9 a 5t + 4 2 g 2
Aussi, 'ensemble des solutions réelles de (E;) est donc §; =< |t — o5 +e (A cos(t) + Bsm(t)) | (4,B) eR
2) Donner les solutions réelles de " — 4y’ + 5y = —8cost — 4sint  (E»)
e On connait déja ’ensemble des solutions réelles homogénes car 1’équation homogéne est la méme.
e On cherche une solution particuliére de (F3). On remarque que : —8cost —4sint = —8Re(e“) — 4Im (eit)

On cherche donc d’abord une solution particuliére z de 3’ — 5y + 4y = €' (E3) Le second membre est en P(t)e™
avec P(t) =1 et m =i qui n’est pas racine de (%) aussi on cherche z sous la forme : {z A )\e”} ouAeC

2 est bien deux fois dérivables sur R et on a : Vt € R, 2(t) = Ae®, 2/(t) = ile't, 2"(t) = — e
. , : 4 . 1 147 1412
2z est solution de (Ey) & Vt € R, —Xe?! —4ide’ + 5 e = e & (4—4di)\ =1 \= 1% ;—Z = ;_Z




14, 14

3 e’ = 3 (cost+isint)

Une solution particuliére complexe de (Ey) est donc z donnée par : VYt € R, z(t)

1 1 1 1
aussi Re(z(t)) = 5 cost — = sint et Im(z(t)) = 5 sint + s cost
de sorte que, par superposition des solutions, une solution particuliére yo de (E2) est donnée par :

1 1 1 3 1
VteR, wyot) =—-8x (gcost— ésint> —4 % <§cost+ ésint> = —icost—i-isint

3 1
L’ensemble des solutions réelles de (Es) est Sy = { [t = —5 cost + S sint + e?t (A cos(t) + B sin(t))] | (A,B) € RQ}

Remarque : On peut aussi rechercher une solution "analogue" en [yo :x — acos(t) + Bsin(t)} avec (o, 8) € R? a identifier.

¥ =—y+2c+t
Yy =2y +x+4cos(t)
ou z et y sont des fonctions inconnues de la variable t & valeurs réelles, continues et dérivables sur R

On consideére le systéme différentiel (9) {

3) Si (z,y) est un couple de fonctions solution de (S), prouver que y est deux fois dérivables sur R
et déterminer une équation différentielle (F) linéaire du second ordre & coefficient constant veérifiée par y.

Si (x,y) est un couple solution de (S) alors z et y sont dérivables sur R et [y’ : t — 2y(¢) + x(t) + 4 cost]

donc, par somme de fonctions dérivables sur R, 3/ est dérivable sur R donc |y est bien deux fois dérivables sur R‘
De plus, on a: VteR, y'(t) =2y(t) + x(t) + cost
done  y"(t) = 20/ () + 2'(t) — 4sin(t) = 20/ (¢) + ( —y(t) + 2x(t) + t) _4sint car @'(t) = —y(t) + 20(t) + ¢

aussi: VieR, ¢"(t)=2¢y'(t) —y()+ 2(y’(t) —2y(t) — 4cos t) +t—4sint puisque () = 2y(t) + z(t) + 4cost
aussi : VteR, y'(t) =4y (t) —5y(t) +t —8cost — 4sint
’y est donc une solution réelle de y” — 4y’ + 5y =t — 8cost — 4sint (E) ‘

y est solution de (E)

4) Sans résoudre (E), démontrer : (z,y) est solution de (S) < { 7 est solution de = 3/ — 2y — 4cos(?)

e L’implication directe est évidente. Si (z,y) est solution de (S) alors y est solution de (F) ce qu’on a prouvé en 3)
et x vérifie 'équation x =y’ — 2y — 4 cos(t) puisque c’est la deuxiéme équation de (.5)
e Réciproquement;,si y est solution de  y” — 4y’ + 5y =t — 8cost — 4sint (FE) et si x vérifie x =y — 2y — 4cos(t),
justifions que (z,y) est une solution de (5). Déja, I'équation y' = x + 2y + 4 cost est clairement vérifiée et :
!/
VteR, a'(t)= (y’(t) —2y(t) — 4cos(t)> = y'(t) — 2/ (t) + 4sin(t)
- (4y’(t) — 5y(t) +t — 8 cos(t) — 4sin(t)) —2y/(t) + 4sin(t)

car y solution de (E)

2y'(t) — 5y(t) + ¢t — 8 cos(t)
2(x(t) + 2y(t) + 4 cos t) —5y(t) +t — 8cos(t) = 2z(t) —y(t) + ¢
donc I'équation ' = 2z — y + ¢ est aussi vérifice.

y est solution de (E)

On a donc prouvé : | (z,y) est un couple de fonctions solution de (S) < { 2 est solution de  z = 1 — 2y — 4 cos(t)

5) Déterminer alors tous les couples (z,y) de fonctions vérifiant le systéme différentiel (S)

On connait I’ensemble S des solutions de (E) : ’ensemble des solutions homogenes est le méme que pour (E1) et (Es)
et, par superposition des solutions, une solution particuliére de (E) est yo donnée par : Vit € R, yo(t) = y1(t) + y2(t)

. 5t+4 3 1
avec yy et yo définies en 1) et 2). Donc: S = {t — % ~3 cost + 2 sint + e (A cos(t) + Bsin(t))} | (4,B) € RQ}
Aussi :  (z,y) solution de (S) si et seulement si il existe des réels A et B tels que, pour tout ¢ réel,
t+4 1
y(t) = > ;5_ — g cost + 5 sint + 2t (A cos(t) + B sin(t))
et x(t) =y (t)—2y(t) —4cost = i+ 2sint+ ]cost+e* ((QA + B) cos(t) + (2B — A) sin(t))
—2 X (5’52—;4 — 3 cost+ Lsint +e* (A cos(t) + Bsin(t))) —4cost
=10i=3 _ L cost + §sint + e (B cos(t) — A sin(t))

x(t) = =19=3 — T cost + 3 sint + e* (B cos(t) — Asin(t))

Donc : | (z,y) est solution & 3(A, B) € RVt € R,

y(t) = 52 — 3 cost + Lsint + e (A cos(t) + B sin(t))




EXERCICE N°3

L’objectif de ce probléme est de calculer la valeur exacte de

7r
CoS —
)

par diverses méthodes

PARTIE 1 Un calcul exact de cosg a laide d’une fonction
in(3x) — sin(2
On considére 'application f définie sur |0, 7[ par : Vz €]0, 7], f(z)= sin l) sin(2z)
sinx
I-1) Calculer la valeur de f <E) On pourra remarquer que % =7 %ﬂ

3 3 L
71') sin 5 sin ? . sin 5 sin ? - sin (

5

=O

d' °"‘=\

Ona: )z
5

i

I-2) Prouver que :

Slng Slng
Vx €]0, 7,

On considére Papplication f définie sur |0, 7[ par : Vz €]0, 7,

fz) =

car sin(m—6) = sinf pour § € R Aussi

sin(3x)

— sin(2z)

sin x

f(x) =4cos?xr —2cosz —1 En déduire la valeur exacte de cos %

Elle est correctement définie puisque sin(z) # 0 sur |0, 7[. De plus, en utilisant les formules de trigonomeétrie, on a :

sin(2z + z) — sin(2x)

sin(2z) cos x + sin x cos(2z) — sin(2z)

Vo €.l flz) = sin x sin x

2sinz cos® & + sinx(2cos® z — 1) — 2sinz cos

sin x

f(z) =4cos’z —2cosz — 1

Et donc : |V €]0, 7|,
Mais, d’autre part, f <

5

Ainsi, cos ¥

2425 _
2V5 —

les réels

T
Un calcul exact de cos —
2471

On note w=-¢es5

PARTIE 11

et on appelle

a=w+wt

et

1+4\/5 et 1_4\/5. Or cos%“>0 car0< I < % et 1JFT\/5>O mais 1_T‘/‘F’<O donc

B=w?+uwd

=2cos’ z + (

2cos’x — 1) — 2cosx

W) :40052z —2(:osE — 1 donc on obtient 4C082g—2008% —1=0

est une racine du polynome 4X?2 —2X —1 de discriminant A = 4 + 16 = 20 = (2/5)? et de racines

1+5
4

™

5

COS

a Uaide d’une exponentielle complexe

II-1) Justifier que « et [ sont des réels qu’on exprimera a l'aide de la fonction cos. Quel est leur signe ?

2im

Onnote w=¢e5 etonappelle a=w+w? et f=w?+w?
247 (s 247 g 27 247 - 247 27T
Ona: a=w+wi=e>s + e = e’ + e(2m—3F) — % + 2™ soit |a= 2cos€ par les formules d’Euler
A 2 3_ Y= | 4= dim | i(2n—4F) dim ~ Am
Deméme: f=w"4+w’=e€e5 +e5 =e5 +e 5 5 4+e 5 soit ﬂZQCOS?
2r m T 4m
Comme 0< —<— e —<—<mona: ‘a>0et6<0‘
5 2 2 5
II-2) Démontrer que «f = a+ = —1. Déterminer alors une autre expression de « et
1+w+w2+w3—|—w4 =0 et w?=1 aussi

On sait que w est une racine cinquiéme de ’unité donc

_ _ 4Y(, 2 _ T _ .3 4 2 _
l+a+8=0 et af=w+w)w?+uw?)=wd+uw+ + W, =wtwrtwtw =a+p
=wXwd =w?2xwb
de sorte que, finalement, on a bien ‘aﬁ =a+p=-1 ‘
On connait la somme o+ 8 = —1 et le produit a8 = —1 aussi « et 3 sont les racines de X2 — (=1)X + (—1)
mais X2 + X — 1 a pour discriminant A =1+ 4 = 5 et donc ses racines sont _15‘/5 et _1‘5‘/5
-1 5 —1—-+/5
Comme a > 0 et 5 < 0, et puisque _1%‘/5<Oet _1%‘/5>0, on a : :—;\[ et ﬂZQ\[
s 2r 7
IT-3) Déduire alors la valeur exacte de cos & puis celle de cos 3
2 =1 )
On a donc démontré que o = 2cos 2 = 1+*f aussi | cos g Z\[
1 5
et _15‘/5 = 2cos %’r = —2cos (7r — %) = —2cos ¢ donc cos% = +4\[
5+1+2v5
v, VB _ (642B) _ (14 BY’
S Sy o _1( 27 1+ _1(3+VB) _ [(6+2V5) _(1+
Ou bien : cos5—20055 1<:>cos5 2(Cos + 1 ( >—2( 1 )_< = >_( 1 )

1445
A

de sorte que, puisque cos ¥ > 0 et # >0,0n a: |[COS

s
5




PARTIE I1I Un calcul ezact de cos% a laide d’une équation dans C

L eif 41 . . .
ITI-0) Pour 0 réel avec § # 0 [27], justifier que i—5—— est un réel qu'on exprimera a l'aide de la fonction cotan
el _
i0 , . 'ei9 +1
Pour 6 € R avec 6 # 0 [27r] alors €’ — 1 # 0 et on peut définir le complexe o
e J—
» i? i 0 0 0
e 41 ez @2 fe 2 . 2coss 0 i e +1 e’ 1
Onaalors: i———=ixX—5X—5 + T 29 =cotan - soit |i———€R et i .0+ = cotan —
ew —1 ez ez —e i3 2i 8in 5 2 e —1 e —1 2
ITI-1) On considere 'équation (E,): (2+14)" = (2 —1)" d’inconnue z dans C ou n € N* est fixe.
T
Démontrer que les solutions de (E,,) dans C sont les réels cotan— pour k € [1,n — 1]
n
i n’est pas une solution de (E,) car (i —4)" =0 et |(i +4)"| = |2¢|™ = 2™ # 0. Aussi :
A\ A o )" 2+4\" : N .
(Bp) © z+i9)"=(E—-10)"etz#1i & W =1 <% : =1 On reconnait I’équation des racines n'“"° de 1’unité
z—1 z—1
z 7 ik ik
aussi :  (B,) < Jke€[0,n—1], * = o Jke [0,n—1], =z+1 =e’n (z —1)
— 1
la réciproque de cette derniére équivalence est vraie car : { zjzi 2kn (2 — i) = 2¢ =0 aussi, par 'absurde, on a bien 2 # 1
1 + 2ikm
2ikm 2ikm e n
alors :  (E,) < 3k e [0,n —1], z(l—e 0 ) = <1+eT) & Fkeln—1], z2=—i—
1—en
le cas k = 0 donne labsurditée 0 = —2i et: ke[l,n—1] = 1— e 240
ikT
. .62 +1 km : N ok .
Finalement : (E,) <& 3k e[l,n—1], z=i— = cotan—  d’apreés III-0 avec 6 = =" €]0,27([si k € [1,n—1]
e n —1 n

k
On a donc bien démontré que |les solutions dans C de (E,,) sont les réels cotan— pour k € [1,n — 1]
n

IT1-2) a) Démontrer que : Vz € C, (z+414)° — (z — 1) = 2i(52* — 1022 4+ 1)
En utilisant la formule du binéme a l'ordre 5 et les égalités 2 = —1, 3 = —4, i* =1eti® =i, ona:
VzeC, (241)°—(2—14)5 = 2°+5iz* — 1023 — 10022 + 5z +i — <z5 — (5i2) + (=10i23) — (=1022) + (52) — (i))
= 10iz* —20i224+2i etdonc: |Vz€C, (z+41i)°—(2—1)°=2i(52* — 1022 +1)

b) Résoudre dans C ’équation 524 — 1022 + 1 =0. On ordonnera les solutions par ordre croissant.

Ona: 52'—-10241=0 & 5X?—-10X+1=0 et X =2z?
Le discriminant de 5X2 — 10X +1 est A =100—20=280= (4V/5)> de sorte que ses racines sont les deux réels

10 — 4v/5 2v/5 2
10\[ =1- \E)f et 1+ i qui sont toutes les deux positives (1 — 2f ‘f(\f YD) 5 0) aussi :

2 / / 2 / 2 / 2
5z4—1022+1:0<:>z2:1+$0 —1——<:>z 1+2—0uz— 1+—fou l—i 1—&——[

Ordonnons les solutions. Ona: 1— % <1+ % aussi /1 — % <4/1+ 2\5[ (stricte croissance de [z — /7))
de sorte que : —\/1+2T\/g<—\/1—¥< \/1—¥< \/1+¥ et donc :
2v5 2v5

I’ensemble ordonné des solutions de 5z%* — 1022 +1=0 est S= { \/1 + — \/1 — —— A — —— 1+ }

5 5

T
ITI-3) Déterminer alors avec soin la valeur de cotang puis retrouver la valeur exacte de cos g

Mais alors :

2€S & 524 —1022+1=0 & 2i(52*—1022+1) =0 & (2+1i)° — (2 —14)° =0 & 2z est solution de (E5)
Les solutions de (Ej5), trouvées en III-1, sont les solutions de S, trouvées en I11-2 . Pour identiﬁer les solutions
il nous suffit d’ordonner les solutions de (E5) c’est a dire d’ordonner cotan 5 cotan 5 , cotan ™ et cotan =
Or, cotan décroit sur [0,7[et 0 < T < < 5 < 5 < 7 donc : cotan T < cotan T < cotan < cotan ¢

i m 2v/5 , o T 1 1 ,
On peut donc, en définitive, affirmer que |cotan — = {/1+ ——| Mais: 1+cotan® = o 5= aussi:
5 5 5 sin® & ~1—cos B
02T 1 1 e 1 _,__ 5 71_5(10—2\/5)730—1—10\/576—1—2\/5 5+1+2v5 _ 1+v5)
5 1+ cotan? T 141426 10+2v5 100 —20 80 16 42 4

7r_1+\/5

et donc, puisque cos £ > 0, on a justifié que : | cos =1




