Nom : Lycée Paul Constans PTSI
’IE n°2 : Nombres complexes‘

_ o+l
COURS (4 points) 1) Compléter : a)Vz € C— {1} |, Zz |1 = o
1-2

7
b) > i=

1=0

— 928 c) Si a et b sont des complexes, (a —b)° = @5 —5a*b+10a3b%—10a2b3+5ab* —b°

2)L’ensemble U,, ou n € N* est I’ensemble des solutions de I’équation | z" = 1

Ces solutions sont appelées les racines nieme de I'unité

2ik
On décrit explicitement les complexes de I’ensemble U,, : U, = { e Zn7r ‘ ke 0,n—1]
SAVOIRS-FAIRES ELEMENTAIRES (11 points)
1) (1 point) Simplifier i = (B _ eim—if _ =i _ %(1 —i) et,pourn € N*: (e'3)3" = (eim)n = (—1)"
2) (1 point) Donner les racines carrées de —35 — 124 (Si besoin : 35% 4 12* = 37%)

Le plus rapide : —35—12i =1 —36 — 2 x 6i = 12 + (61)> — 2 x 1 x (6i) = (1 — 6i)*
donc ‘les racines de —35 — 127 sont 1 — 67 et —1 + Gi‘

Meéthode classique : on cherche (x,y) € R? avec

22 —y2=-35 (1)

2ry = —12 (2)

(1) + (3) donne 222 =2 & = +1 (3) — (1) donne 2y> =72 < y = +£6 et (2) indique que z et y de signes opposés

(x+iy)? = -35—-12i & { et aussi 22 +9? = [z +iy|?2 = | —35—12i| = 1/(35)2 + (12)2 =37 (3)

3) (1 point) Résoudre 22 — (1 +4i)z +5+5i =0
On calcule le discriminant : A = (1+44)2 —4(5+5i) = 1 +8i — 16 —20—20i = —35—12i or A = (1 —64)? d’apres 2)
1+ 4i — (1 — 61) 1+ 4i + (1 — 6i)

= 3 t = :1—
5 57 et 2o 5 i

4) (2 points) Donner les racines 4 ieme de la solution a partie imaginaire strictement positive de 1+ z + 22 = 0
L’ensemble des solutions de 1+ z + 22 = 0 est Uz — {1} = {4, 5°}. _
La solution dont la partie imaginaire est strictement positive est j = e, On cherche z € C solution de 24 = j or:

4
: 4 4
. 2im 2im im z . s T, T s
H=j=¢3 :(612) :(66) s | —= | = ={1,-1,i,—i}, & z€{e's,—€'6,ie's, —ie'c }
et e6
2

;T
—'3

aussi les solutions de I’équation sont z; =

. . . T -7
Les racines 4 ieme de j sont €'6, "6 , '3 et e

-\ 6
5) (1.5 points) Déterminer le complexe <2+5Z> sous forme algébrique
i

N 6 . A\ 6 .\ 6
- —7i)(2 — —29 -2 2\ 6 -
(2" (B~ (g ot () w7

o)

6) (1.5 points) Calculer /2 cos®(x) sin(2z)dz
0

Le plus rapide : /2 cos®(x) sin(2z) dz = 2/2 cos*(x) sin(z)dz = —2/2 o' (z)ut(z)dz ot u(x) = cosx
’ 2sin(z) cos(z) ’ ’

jus

donc : /2 cos®(x) sin(2x)dz = —2 [
0

cos® () B 2
5 Jo 5
Ou en beaucoup plus long et avec plus de r1sque d’erreurs de calculs...en linéarisant :

1T —ix 2ix _ —2ix 1 ) )
Yz € ]R, COS3($) Sil’l(2f)§) e (6 e ) <€ 2.6 > _ 6 ( 3ix + 36” + 3€—zx + 6—3130) (62190 _ 6—2151:)
(3 2

soit : cos?(w)sin(2z) = %( BT | 33T 4 3eiT 4 7% — I — T — 373 _ 7O
1 3 1
= % (22 sin(bz) + 3 x 2isin(3x) + 2 x 2isin(z )) 3 sin(5z) + = sin(3z) + 7 sine
: 7l 1 E 11 1 2
Aussi : /0 cos®(z) sin(2x)dz = /0 <§ sin(5x) + gsin(?)x) o i sin :1;) dx = {_ Coz(gx) Cosé?)x) . COZJU} O — 04 i n : . =2



7) (1.5 points) Donner une primitive sur R de la fonction f ou f(x) = €2* cos(2z)

» . e(2+20)z ! o(2+20)x !
Vz € R, f(z) = e*® cos(2z) = Re (e**e*™) = Re (e(2+2’)x) = e - = Re ,

2+ 2 2+ 21
(2+28)z 2z 1—4 .. 2z
or : Ne <e2 — ) = %%e (216225”) = e—(cos(Qx) + sin(2z))

2z

4
8) (1 point) Pour (a,b) € R% on définit y, deux fois dérivables sur R, par y(x) = (az® + bz?)e*®. Déterminer y'(z) et y”(z)
Ona: y'(z)=(2iaz3+ (3a + 2ib)x? + 2bx)e®® et y"(x) = (—4ax® + (6ia + 6ia — 4b)x? + (6a + 4ib + 4ib)x + 2b)e?™®

= (—4az® + 4(3ia — b)x? + 2(3a + 4ib)x + 2b)e*®
(5 points)

On définit, pour n un entier naturel non nul et 6 réel, le nombre complexe Z,(0) = (1 + ew)n.
1) Expliciter la partie imaginaire de Z,,(0)

Finalement, une primitive de f sur R est F' avec : F(x) = (cos(2z) + sin(2z))

Y

Zn(0) = (1+ ew)n = (ei%(e%g + 6%))71 =i’y (2cos g)n =2"cos" (§)ei®  don %m(Zn(O)) = 2" cos™ (&) sin <n29>

2) Développer Z,,(0) avec la formule du binoéme.

o () e ()

k=0 k=0

“(n

3) Exprimer alors le réel Z (k) sin(k#) sans le symbole somme
k=0

Il suffit d’égaler les deux expressions de la partie imaginaire de Z,,(6).

Dans 2), on obtient : %m(Zn(H)) =Qm (i: (Z) eik6> _ zn: <: sin(k6)

k=0

donc on obtient : Z (Z) sin(k#) = 2" cos” (Z) sin (nj)

k=0



