Correction du DS n® 3 des éleves de PTSI: [sujet B] durée 2 heures
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PROBLEME N°1 ‘ On considére la suite (uy,)pen définie par : Vn €N,  wu, = / ﬁdx
0 +x

n

11 est clair que, pour n fixé dans N, [ fnix— ] est continue sur [0, 1] de sorte que w,, est correctement défini.

T
V1+a?
1) Calculer la valeur de uy.

1

1
qL
Uy = —
! .A V1+x2 A V1+x2 T2

1
1+ 22

w31\’
T =+/2—1 Primitive en v xu~% = . avec u(x) = 1+
1 — I

0

2) On propose ici différentes méthodes pour calculer ug.
On rappelle que : 2° = 1 pour = €]0, 1] avec un prolongement continue de cette égalité pour x = 0.
2)a) Reésoudre I'équation shx =1 En déduire ug

T _ o

shle@%zl@e%—l:%x@ex est solution de X2 —2X —1=0
car e* # 0 Le discriminant de X2 —2X — 1 est A =4 4 4 = (2v/2)?

2—22
donc : shx:1<:>ex:2\[:1—\/§<0 impossible ou e =14+vV2e*=1+v2s z=1In(l++2)
L’équation shx = 1 posséde une unique solution qui est argsh(1) = In(1 4 v/2)
1 1
1 1
Alors : ug = / ————dz = [argshz]; = argsh(1) —argsh(0) = In(14v/2) —0 soit | ug = / ——dz=In(1+V2)
0 V142 0 V142
T . 1

2)b) Calculer ug en utilisant le changement de variable u = Indication : Etablir que : 1+ 2% =

1—u?

V1422

On donnera le résultat sous la forme In(p + /q) ot p et q sont deux nombres entiers

x
Pour z € [0,1], comme v1+ 22> Va2 =|z|=2z>0,ona: 0<u=——= <1 de sorte que
0.1), =l V1+ 22
T z? ?+1-1 . Lo 1 Lo o 14 1
U= ——- u- = = = —_ = — U xrr =
\/1—1—71‘2\;0“ 1+ x2 1+ 22 1422 1422 \g; 1—u?

V1 2 _
Si z ] du = o $X2VH$ il A
10n pose: U= \/ﬁ alors (m) (1+x2)m (1_‘_%2)4/1_’_1:2

r=0&u=0 et a:zl@u-\lf

alors : —/1dm— 1(1+ZL‘2)>< dz v _du
- 0 V1+ a2 0 ( +a:2)\/1+;1:2 1—u?
%,_/
2 ef(ple))x () S5 1t
1
Ici, on a bien : [go x> } e classe C! sur [0, 1] a valeurs dans [0, %] ol [f U g 2] est de classe O
—u
1
d 1 1 ==
Mais alors : up = Oﬂl—uuQ (1+u T )du:[lnll—i—u]—ln\l—u\]@/5
, 1 1 14++/2 1. ((1++v2)? .
soit @ In(1+— *fln —In| —-— soit |ug = In(1 + V2
=1 () mg- 1) (32 - 1 (4 )

1 1
On peut aussi utiliser la primitive argth’(u) = 12 et expliciter ensuite argth — = In(1 + v/2).
—u

V2



En déduire la limite de la suite (uy)pen-

V2(n +1) 1+n
Il est clair que : Vz € [0, 1], 1<\/1+x2<ﬁéi<;<1:> v <L<x” car " >0
z" z"
Alors : vz € [0,1], V2 V1t z22 t = x—dm < u, < / x2"*dx en utilisant la croissance de l'intégrale.
0<1 0 V2 0
1 xn—i—l 1 1
Or : / 2"dx = = / / 2"dx = ——— de sorte qu’on a bien obtenu :
0 LHL T VoA Va(n+ 1) !
1 1
VneN, ——— <u,<
V2(n+1) " T 14n
1
Mais : ngrfoo —] = ngrfoo m =0 de sorte que, par encadrement (th des gendarmes) : ngrfoo Up =0

1
4) Justifier que, pour tout entier naturel n :  wuy, + Upt2 = / z™\V1 + 22dx.
0

A Taide d’une intégration par parties, montrer que cette intégrale s’exprime en fonction de wuy,o.
En déduire une expression de u,yo en fonction de u,.
Pour tout entier naturel n, on a, par linéarité de 'intégrale :

1 n 1 n+2 1,.n n-+2
T T "+ (1 + z?)
Up + 2—/ d:r—i—/ —dr= | —Y/——dz = —* / "1+ z2dz .
T Vita? 0 V1+a? 0o V1+ta? 0 Vira? o

uw(z) =vV1+2? u(z)= \/%

On réalise alors une intégration par parties (IPP) avec L+l ot u,v sont C! sur [0, 1].
v(z) = V'(z) ="
@=2x Y
1 ,.n+l

1
2 1
\/1—1—3;2} - SU X L dr = V2 — X Up 42

1
z
Up + Up42 /Ox Vv 1+ z2dx [n . il T nel ntl
. \/§ n+1
autrement dit : (n+1)><(un—l—un+2):\@—unJrg<:>(n—|—2)un+2:ﬂ—(n+1)un<:>un+2:?— +2un
n n
V2 n+1

n—+ 2 n+2

n+1

+1

On a donc justifié que : Vn €N, w19 =

5) Calculer ug et us.

VI-oVi-1) 23
3 -3

ug = %(\/5 —In(1+ \/5))

Pourn=1,0ona: wug=

Pourn=0,ona: wuy=



PROBLEME NDZ‘ Dans ce probléme, f est une fonction a valeurs réelles continue sur Uintervalle réel I =]0, +ool.
ENoM

On définit alors une fonction Gy sur I et a valeurs réelles par : Vo >0, Gy(x) =
-

PARTIE I :  Etude du cas général

I-1) Justifier I'existence du réel G ¢(x) pour tout réel x > 0.
Par hypothése, pour tout réel x > 0, f est continue sur le segment [z, 3z] (z > 0 = = < 3x) et t ne s’y annule pas donc

[t — @} est aussi conitnue sur [z, 3z] de sorte que le réel G¢(z) existe.

I-2) Eventuellement en introduisant une primitive bien choisie, justifier que la fonction G ¢ est dérivable sur 1.

f est continue sur I et [t — t] est aussi continue sur I et ne s’y annule pas donc, par quotient, la fonction

[ f®)

g:t— ] est continue sur I aussi elle admet des primitives sur I.

x
t
On appelle G la primitive de g sur I qui s’annule en 1. On sait que : V& >0, G(z)= / f(t)dt
1

Or: Ve>0, Gy(z)= Szfgf)dt:/lff)dtqt 3xfit)dt: Smfiﬂdt/zfit)dt:G(Sx)G(x)
T 1 1

a 1
La fonction G est continue et dérivable sur I. Egalement, [x — 3x] est continue et dérivable sur I & valeurs dans [

ou G est continue et dérivable donc la composée [z — G(3x)] est continue et dérivable sur I
Aussi, ‘la fonction Gy est définie, continue et dérivable sur [ ‘

I-3) Calculer a 'aide de la fonction f la valeur du réel G’f(x) pour x € I.

Vz >0, Gy(z)= (G(Sx) —~ G(x))/ 3% G(3x) — C'(x) = 3 x g(33) — g(z) = 3 fé?;x) _ f(xx)
Finalement, on a justifié que : |Vz > 0, G’f(x) = f(3x)x—f(x)

PARTIE 11 :  Etude de quelques propriétés d’un cas particulier
Dans cette partie, la fonction G}, définie sur I est associée a la fonction h définie sur I par: Vx € I, h(z) = cosz.

3x
t
Onadonc: Veel, Gp(z) :/ %dt

xr
II-1) Sans aucun calcul d’intégrale, donner le signe de Gj, (g) et de G, (g)

2 cost cos?
Gh <E> =/ Tdt or Vt e [E W} , X >0et =< g done, par positivité de l'intégrale | G, (%) =0

6 6’2 t 6
T cost 3 t 3
2
Et Gy, (g) :/T %dt or Vt € [;T, ;] , % <0 et g < ?ﬂ donc, par positivité de 'intégrale |Gy, (%) <0
I1-2) FEtude de G} au voisinage de 400
in(3 . 3z - ¢
a) Deémontrer que : Ve eI, Gp(z)= sin(3z) _ sinz +/ sm2( )dt
3z x - t
u(t) =sint alors u est C! sur I et u/(t) = cost
On réalise une intégration par parties avec Vit € I, 1
LS B REHUARES [ RS B o(t) =1 alors v est C! sur [ etv'(t):—t—2
a 3x 3z 0 a 3x .
t 1 3 t
Aussi: Vo >0, Gpz)= akd —/ sint X ——dt soit |Vxel, Gp(z)= sin(3z) _ sinz +/ sin )dt
t ], . t 3x x . 2
3% sin(t)
b) Prouver que ligrrl 2 dt =0 et en déduire la limite de G (x) lorsque z tend vers +o0o
T—r+00 T

<1

—~
3% sint 3% sin t| 3T qt ) 3T qt 1% 2
Tdt S B dt S ) mails D) = ||—== SIS
z @ t z U z Ut t], 3x
—_—

car x<3z si >0

Ona: Vx>0,

donc Vx>0
) - 3x z—+o0 3T z—+o0 [

3z : 3z -
sint 2 2 sint
/ ﬂdt‘ < — et lim — =0 aussi, par encadrement, lim t—th =
X




<1 <1

in(3 . — 3‘ —Q 4 4
sin(3x sin sin(3z sin(x
Par ailleurs : Vz > 0, ( )— §| ( )|+| ()yg— or lim — =0
T x 3x T 3x z—+o0 3T
par I’inégalité triangulaire
sin(3x sin x
donc, par encadrement, on a aussi :  lim ( (32) = ) =0
T—+00 3x T
. sin(3z sin x 3% gin(t :
Mais : Vx>0, Gp(z)= (32) - — —i—/ 2< )dt donc, par somme : lim Gp(z) =0
3T x " t z—-+o00
D S
z—+0o ) z— 400 0

I1-3) Variations de la fonction Gy

—4sin?(x) cos(x)

a) Prouver que: Vz >0, Gj(z)=

x
On peut utiliser le résultat du I —2). On sait que : Vo >0, G}(z)= h(3x)x_h($) = Cos(gx)x_cos@
Or: Vx>0, cos(3z)—cos(x)=cos(2z+ x)—cos(xr) = cos(2z)cos(xr)— sin(2x) sin(x)—cosz
~—

=2sin(z) cos(x)
= cos(z) x (cos(2z) — 1 —2sin*(z))
—_————
—25sin?(x)

= —4sin?(x) cos(x)

—4sin?(x) cos(x)

Ainsi, on a justifié¢ que : |Vz >0, G} (z)= .

b) En déduire les intervalles réels de ]0, +oo[ ot G}, est croissante et ceux ou Gy, est décroissante.
Sur ]0; +ocl, le signe de G} () est donc opposé & celui de cos(z) puisque sin?(z) > 0 et > 0. Autrement dit :

G}, est décroissante sur les intervalles |0, 3] et [—F + 2km, 5 + 2kx| ou k € N* | (cest & dire lorsque cos(z) > 0)

et | G, est croissante sur les intervalles [g + 2k, %’T + 2k7r><] ou k € N| (c’est a dire lorsque cos(z) < 0)

1
t

<

T 1 t cost
E — <3t

I1-4) Etude en 0: On admet que : Vt € }O, 5 i < %
a) En déduire que : Vz € }0, %} , In(3) — 222 < Gp(z) < In3 + 222

<

1 t cost
< T aF

Si ZL'E:|O,E:| alors 0<a:<3:v§ﬁ donc Vt € [x,3z], - — =
6 2 t 2

&+ | =
N | =+

aussi, si on intégre ces inégalités entre z et 3z oll x < 3x, on obtient par croissance de l'intégrale :

St /1 ¢ 3T cost 3w /1 ¢ £273° £273®
S ar< D2 < S Z2)dt soit |lnt—=—| < < |lnt— =

b) Montrer que la fonction G}, est prolongeable par continuité en 0 et déterminer G, (0)

Puisque lim <1n3 — 2952) =In3 = lim <1n3 + 2902) alors on a par encadrement lim Gp(z) =1n3

z—0t z—0t z—0t

‘On peut donc prolonger la fonction G}, par continuité en 0 en posant G(0) = 1113‘

c) Justifier alors que la fonction G}, ainsi prolongée est dérivable & droite en 0 et donner le nombre dérivé G, (0)
Gn(x) —Gn(0) _ Gp(z) —In3

Pour justifier la dérivabilité a droite en 0, on cherche la limite en 07 de

T T
G —In3
Or: Vze }O,%} , In(3)—222 < Gp(z)<In3+222 & Vze }O,%} , —2x < Gh(z) ~In3 <2z
G —In3
Et : lim (2z) =0= lim (—2x) aussi, par encadrement, on a : lim Gn(z) —In3 =0
z—0t z—0t z—01 X

La fonction G}, prolongée par continuité en 0 par G5 (0) = In3 est donc dérivable & droite en 0 et G}, (0) =0




