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Ezxercices d’applications

EXERCICE A-1 On considére une fonction f polynomiale f(z) = apa™ + ap_12" 1 + - + app12P 2 + apa?
avec an, # 0 et a, #0 (n > p)

1) Déterminer un équivalent en 0 de f(x).
2) a) Déterminer un équivalent en oo de f(x).
b) Justifier alors que, si f est de degré impair, f admet au moins une racine réelle.

EXERCICE A-2 Calculer les limites suivantes & I'aide des équivalents usuels :

1
v+ 3 t In(1 6(1—ez)(1— 1 7
a) lim .Z‘(3—|—.Z’)x,7+ b) lim (tanz) In(1 + ) ¢) lim 2 (1-ex)(1—cos(3)) d) lim (shﬁ) In(1+e®)
z—0 \/ESIH\/E z—0 1+x2 -1 z—+00 3x3 + 212 Z——Fo0

EXERCICE A-3  On pourrait penser que... Soit la fonction f définie par f(x) = e_w% siz#0et f(0)=0,

x
Pour tout entier n, calculer lir% Ln) En déduire que la fonction f admet un DL, (0) qu’on précisera.
z—0 T

Pensez-vous que le développement limité caractérise totalement la fonction au voisinage de 07

EXERCICE A-4  On pourrait penser que...(bis)

1
Soit la fonction f définie par f(z) =14z + 2 + 23 sin () siz#0et f(0)=1,
x

f'(z) = f'(0)

Justifier que f admet un DL2(0). Calculer
x

. La fonction f admet-elle une dérivée seconde en 07

1
3+x
b) en 2 a l'ordre 3 de /&

EXERCICE A-5 Déterminer le développement limité :  z) en —2 & 'ordre 3 de

a) en 0 a l'ordre 2 de 3

8

EXERCICE A-6 Déterminer le développement limité a 'ordre 3 de :

1 T %) o
a) f(x)zli—ez en 0 b) g(x) =e*cosz en 0 c) h(aj)zw enT=m
—x x
EXERCICE A-7 Détermi ) un DLy(0) de f(z) = — b) un DLg(0) de — 27
- rminer : n = n —_—
éte er: a)u 4 e flz) = u 3 eln(1+x)

x $2
¢) un DL3(0) de g(z) = VI+sinz  d) un DLy(0) de h(x) =In (1 ot )

1+ 22 + 322

EXERCICE A-8 Déterminer un DLg(0) de tan a partir de son DL5(0) par intégration

Vi+zx-—1

EXERCICE A-9 1) Prouver que f donnée par : f(r) = ———— admet un prolongement continue et dérivable en 0.

x
f est-elle de classe C' en 07
2) Soit (F) une EDL1 dont les solutions sur tout intervalle I de R ne contenant pas 0 sont :

S(1) = {[m»—> ln(liﬁ) +C’€$; Hice R}

Péquation (F) admet-elle des solutions sur R?

1
EXERCICE A-10 Déterminer un DLy (0) de arccos <2 J+r x)
Xz

EXERCICE A-11 Donner un équivalent en 0 de f(z) = z(1 4+ cosz) —2tanz

1
EXERCICE A-12 Préciser localement la position de la courbe y = xT+n= par rapport & sa tangente en z = 1.

xT

EXERCICE A-13 Rechercher les asymptotes au graphe de la fonction g(x) = —
1+ex
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EXERCICE R-1
a) Lemme : Soient u et v des applications strictement positives au voisinage de 400, montrer que

si zEToov(m) =400 etsi In(u(x)) = 0400 (In(v(z)) alors u(z) = 0400(v(w))

b) Comparer au voisinage de +oo les fonctions f(z) = (In(In :U))xlnz et g(z) = (In ;p)xln(l“ )

EXERCICE R-2 Calculer les limites suivantes & ’aide des équivalents usuels :

x + sin(x)) (e* + arctan(z 1 3 e te _ 2w
D g V@) (z)) 2) Tim 2(00532) 3) tm & — "
T—400 v ch(x) =0 sin”(2x) z—1  coS %
EXERCICE R-3 Si f et g sont deux fonctions définies au voisinage de a,
1) Montrer que : ef ~,e9 < f—g — 0. Peut-on affirmer f ~, g = ef ~g €97
x a
2) Si f et g sont positives au voisinage de a et si a € R, peut-on affirmer f ~, g = f& ~, g7
EXERCICE R-4 Déterminer un équivalent simple lorsque n tend vers +oo de :
1\" % 1 2
Z) Up = (1 + > Up = (ln(l + e_"Q)) b) v, = (1 — th n)™ w C) Uy = arccos < arctann
n ™
. . . N < o1tz
EXERCICE R-5 Déterminer le développement limité : a) alordre 3en 1 de f(x)=e
In(1+t
b) a lordre 7 en 0 de f(z) = (sinz — x)sh z c¢) alordre 4 en 0 de W
sin

EXERCICE R-6 Soit f la fonction définie sur } —g; g[ par f(z) =2tanx — x,

1) Montrer que f admet une fonction réciproque dérivable sur R et qui est impaire.
2) On admet que f et f~! sont C* sur leurs domaines de définition. Donner le DLg(0) de f~!

EXERCICE R-7 Déterminer le développement limité :

2

v dt
a) & ordre 3 en T de arctan(2sin ) b) a l'ordre 13 en 0 de / .-
3 3 241

/
EXERCICE R-8 Trouver un DLg(0) de th & en remarquant que th(z) = <ln(ch :1:))

EXERCICE R-9 Donner un équivalent en 0 de f(z) = sin(In(1 + z)) — In(1 + sin )

EXERCICE R-10 En utilisant des développements asymptotiques, déterminer les valeurs réelles de A pour que

f: @+ cotan?(x) + cotan?(2z) — Acotan?(3x)| soit prolongeable par continuité en 0 et donner alors f(0)

Exercices d’entrainement

1
EXERCICE E-1 Pour n entier naturel quelconque, on définit I,, = / (ln(l + 1:))" dz
0

1
2
1) a) Pour n € N, calculer / r(ln(l +x))" da.
0 T
(ln 2)n+1

n+1
c¢) En déduire que I,, est négligeable devant une suite géométrique dont on donnera la raison.

b) Justifier que : Vn e N, 0< [, <2

2) a) Démontrer que : Vn € N*, I, =2(In2)" —nl,
b) Déterminer alors un équivalent de I,, lorsque n tend vers +oc.

EXERCICE E-2 Pour z réel non nul, on pose f(z) =

et —1

1) Montrer que f se prolonge par continuité sur R et que le prolongement est une fonction de classe C! sur R
2) Démontrer que, pour tout entier n € N*| il existe un unique réel u, tel que f(u,) =1+ %
3) Donner un DL a l'ordre 1 de f en 0. En déduire un équivalent de la suite u,, en +o00

)



