
PTSI : Corre
tion des TD du 
hapitre VSemaine 8-9Exer
i
e A-2 Résoudre sur R 32x − 34× 15x−1 + 52x = 0 (E)Vous aviez peut être 
ommen
é à é
rire : (E) ⇔ e2x ln 3 − 34e(x−1) ln 15 + e2x ln 5 = 0 ⇔ e2x ln 3 − 34e(x−1) ln 3+(x−1) ln 5 + e2x ln 5L'ennui, 
'est qu'on a des "sommes" d'exponentielles...or exp se 
omporte bien ave
 des produits et pas trop bien ave
 les sommes...On peut bien essayer de fa
toriser...peut être par e2x ln 5 (ou e2x ln 3)... 
e qui revient en fait par diviser par 52x (ou 32x)...
omme 
i-dessous !
(E) ⇔ 32x − 34× (3× 5)x−1 + 52x = 0

⇔ 32x − 34
15 × (3× 5)x + 52x = 0 
ar (3× 5)−1 = 1
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)x est une solution de l'équation X2 − 34

15
X + 1 = 0

On résout l'équation
X2 − 34

15
X + 1 = 0 ⇔ 15X2 − 34X + 15 = 0Son dis
riminant est :

∆ = (34)2 − 4× 152

= (2× 17)2 − (2× 15)2

= 22 × (289 − 225)
= 22 × 64 = (2× 8)2 = 162Ses ra
ines sont don
 :

X =
34− 16

2× 15
=
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=
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3et par 
onséquent :
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3
⇔ x = 1 ou x = −1L'ensemble des solutions de l'équation 32x − 34× 15x−1 + 52x = 0 (E) est don
 {−1, 1}Exer
i
e R-2 Démontrer que : ∀x ∈]0, 1[, xx(1− x)1−x >

1

2On a : xx(1− x)1−x >
1

2
⇔ ex lnxe(1−x) ln(1−x) >

1

2
⇔ ex lnx+(1−x) ln(1−x) >

1

2
⇔ x lnx+ (1− x) ln(1− x) > − ln 2Aussi, on introduit la fon
tion f dé�nie par f(x) = x lnx + (1 − x) ln(1 − x) et on montre qu'elle est minorée par

− ln 2 sur ]0, 1[. f est 
lairement dé�nie, 
ontinue et dérivable sur ]0, 1[ puisque x > 0 et 1− x > 0 sur ]0, 1[ et :
∀x ∈]0, 1[, f ′(x) = lnx+ x× 1

x
− ln(1− x) + (1− x) −1

1−x
= ln

(

x
1−x

)Aussi, sur ]0, 1[ : f ′(x) = 0 ⇔ x

1− x
= 1 ⇔ x =

1

2
et f ′(x) > 0 ⇔ x

1− x
> 1 ⇔ x > 1 − x ⇔ x >

1

2

x 0 1/2 1

f ′(x) − 0 +

f ց ր
− ln 2

f
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)

=
ln 1

2
2 +

ln 1
2

2 = ln 1
2 = − ln 2La fon
tion f est don
 bien minorée par − ln 2 sur ]0, 1[ aussi :

∀x ∈]0, 1[, f(x) > − ln 2 ⇔ ∀x ∈]0, 1[, xx(1− x)1−x
>

1

2Exer
i
e R-4 Étude de la fon
tion f dé�nie par : f(x) = arcsin(2x2 − 1)

• Domaine de dé�nition, domaine d'étudeNotons Df l'ensemble de dé�nition de f , on sait que arcsin est dé�nie sur [−1, 1] aussi :
x ∈ Df ⇔ −1 ≤ 2x2 − 1 ≤ 1 ⇔ 0 ≤ 2x2 ≤ 2 ⇔ 0 ≤ x2 ≤ 1 ⇔ x ∈ [−1, 1] et don
 f est dé�nie sur Df = [−1, 1]

Df = [−1, 1] est un domaine réel symétrique par rapport à 0 et : ∀x ∈ [−1, 1], f(−x) = arcsin(2(−x)2 − 1) =
arcsin(2x2 − 1) = f(x)

f est don
 paire et il su�t d'étudier f sur l'intervalle [0, 1] : le domaine d'étude de la fon
tion f est [0, 1]
• Régularité ∀x ∈ [0, 1], 2x2 − 1 = 1 ⇔ x2 = 1 ⇔ x = 1 et 2x2 − 1 = −1 ⇔ 2x2 = 0 ⇔ x = 0Aussi : ∀x ∈ [0, 1], 2x2 − 1 ∈ [−1, 1] et ∀x ∈]0, 1[, 2x2 − 1 ∈]− 1, 1[La fon
tion [x 7→ 2x2−1] est 
ontinue sur [0, 1] à valeurs dans [−1, 1] où arcsin est 
ontinue, dérivable sur ]0, 1[ à valeursdans [−1, 1] où arcsin est dérivable don
, par 
omposition, la fon
tion f est 
ontinue sur [0, 1] et est dérivable sur ]0, 1[1



et : ∀x ∈]0, 1[, f ′(x) = 4x×
(

arcsin
)

′

(2x2 − 1) = 4x× 1
√
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4x√
−4x4 + 4x2

=
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2x
√
1− x2


ar 2x > 0don
, �nalement, ∀x ∈]0, 1[, f ′(x) =
2√

1− x2
aussi ∀x ∈]0, 1[, f ′(x) > 0 la fon
tion f est 
roissante sur ]0, 1[

• Dérivabilité en 0 et en 1On a : lim
x→0+

f ′(x) = 2 et lim
x→1−

f ′(x) = +∞ don
, d'aprés le théorème de prolongement d'une dérivée,on sait que f est dérivable à droite en 0 et f ′

d(0) = 2 et que f n'est pas dérivable à droite en 1mais la 
ourbe représentative de f possède au point d'abs
isse 1 une demi-tangente verti
aleet elle possède au point d'abs
isse 0 une demi-tangente de pente 2 à droiteAttention ! Par parité, on obtient qu'elle possède au point d'abs
isse 0une demi-tangente de pente −2 à gau
he aussi f est dérivable à gau
he en 0ave
 f ′

g(0) = −2 de sorte que f n'est pas dérivable en 0 
ar f ′

g(0) 6= f ′

d(0)

• Le tableau de variations de f est :
x 0 1

f ′(x) 2 + +∞

∥
∥
∥

π/2
f ր

−π/2On peut re
her
her les points d'interse
tions de la 
ourbe ave
 l'axe des ab
sisses
f(x) = 0 ⇔ arcsin(2x2 − 1) = 0 ⇔ 2x2 − 1 = 0 ⇔ x = ±

√
2

2
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1

• On remarque que : ∀x ∈]0, 1[, f ′(x) =
(
2 arcsin

)
′

(x)autrement dit il existe une 
onstante réelle k telle que : ∀x ∈]0, 1[, f(x) = 2 arcsin(x) + kLes 2 membres de l'égalité dé�nissent des fon
tions 
ontinues sur [0, 1], aussi : ∀x ∈ [0, 1], f(x) = 2 arcsin(x) + kOn peut déterminer k en évaluant en 0 : f(0) = arcsin(−1) = −π

2
= kEn utilisant la parité de f , on a : ∀x ∈ [−1, 0], f(x) = f(−x) = 2 arcsin(−x)− π

2

ar −x ∈ [0, 1]Finalement, on a don
 démontré que : ∀x ∈ [−1, 1], f(x) = 2 arcsin

(

|x|
)

− π

2Remarque : On peut alors étudier la dérivabilité de f en 1 et 0 par les taux d'a

roissement :
f(x)− f(0)

x
=

(

2 arcsin
(
|x|

)
− π

2

)

−
(
−π

2

)

x
=

2arcsin |x|
x

−−−→
x→0

{
2 en 0+

−2 en 0−

f(x)− f(1)

x− 1
=

(

2 arcsin(x)− π

2

)

− π

2

x− 1
=

2 arcsin(x)− π

x− 1
= 2

arcsin(x)− arcsin(1)

x− 1
︸ ︷︷ ︸

−−−−→
x→1−

+∞


ar arcsin n'est pas dérivable en 1

• Dès le départ, en remarquant que 2x2 − 1 rappelle la formule de trigonométrie 2 cos2 θ − 1, on peut é
rire x = cos θà 
ondition que x est bien dans [−1, 1]...Or, on a remarqué que f est dé�nie sur [−1, 1] et qu'elle est paire.Il s'agit don
 de simpli�er f pour x ∈ [0, 1] mais alors : x = cos(arccos x) = cos θ où θ = arccos x ∈
[
0, π

2
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2Exer
i
e A-8a) ∫ 1
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