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EXERCICE R-5 Démontrons que arcsin = + arcsin 3 + arcsin o = g
On a S4+S5+8167T<:> S,4+,57r .16
n a: arcsin — -+ arcsin — 4+ arcsin — = — arcsin — + arcsin — = — — arcsin —
13 65 2 5 13 2 65
et, pour prouver cette seconde égalité, on va montrer que les réels A = arcsin = + arcsin 3 et = 5~ arcsin 65

- ont le méme sinus
- sont situés dans le méme intervalle I d’amplitude 7 ou la restriction de sin réalise une bijection
type [—3, 3] ou [3, 2], etc c’est & dire un intervalle sur lequel sin est continue, strictement monotone donc bijective...

27 2 1
e . D sin(A) = sin(B

alors, par bijectivité de sinus en restriction & I (et en fait, surtout par injectivité), on a : { (A(Bg c 2 (B) = A=1B

)

e On calcule donc le sinus de ces deux réels :

. . .4 . D .4 . . D
sin(A) = sin ( arcsin 5 X cos | arcsin e -+ cos | arcsin 5 X sin | arcsin e or Vte[-1,1], sin(arcsint) =1
4 » .09 n 4 o )
= = X cos | arcsin — cos | arcsin — —
) 13 ) 13

Mais : V¢ € [-1,1], cos(arcsint) = | cos(arcsint)| = /cos?(arcsint) = V/1 —sin®(arcsint) = v/1 — 2

car cos(arcsint) >0 puisque arcsint € [f% z
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Aussi : sin(4) =

12 3 5 48415 63
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X . e . 16 . 16 _16\? 652 — 162
De méme : sin(B) =sin [ = —arcsin — | = cos | arcsin — | = /1 — | arcsin — | = ————

2 65 65 65 65
or (quitte & poser l'opération éventuellement) on a : 652 — 162 = (65 —16)(65 + 16) = 49 x 81 = (7 x 9)2 = 632

On a donc prouvé que sin(4) = sin(B) = 52

e Donnons un encadrement satisfaisant de 4 et B :

16 us 0< &2 <5 =arcsinZ . T 16 T
arcsin — € ]0, — [ car 65 2 6 aussi B = — — arcsin — € } - = [
65 6 arcsin est strictement croissante sur [—1, 1] 2 65 3 2
( 4 T 4 V3
in-e o, [ 0< - <¥?
arcsin 5 S ] 1 car < 5 < 5
_ 4 5 5
=08 L7 donc A = arcsin = + arcsin — € }O, o [

w\

13 12

et parce que arcsin est strictement croissante sur [—1, 1]

1

car 0<— <=

[ 13 2

5
in — 0
arcsin 13 € ] s

. T . .
Ainsi: AeletBel oul= [—5, 5} et sinA=sinB donc A= B car sinus réalise une bijection de I dans [—1, 1]

16

T
On a donc démontré que A =B ou autrement dit que |arcsin = + arcsin 3 + arcsin ]

Remarques : On pouvait aussi conclure par (A, B) € [0, )% puisque arcsina € |0, %[ si a €]0,1]
et cos A =cosB ce qu’on peut vérifier par un calcul analogue...



EXERCICE R-8  On considére ’équation différentielle (1 + 2%)y’ + 2y = b(z) (E)

1) Résolution de l’équation homogéne On résout cette équation sur R
x

L’équation homogene est :  (H): (1+2%)y +2y=0 & y+ i 5y =0 car1+a®#0
x
12 1 '
[a s L} est continue sur R donc elle admet des primitives et : a(z) = = X (= In(1+ z?)
1+ a2 2 1+ a2 2

Les solutions homogénes de I’équation forment donc I’ensemble :

SH:{[xr—)Cexp<—%ln(1+x2)>] ‘CGR} autrement dit SH:{[xl—)\/%] ‘CER}

Pour résoudre (FE) sur I, il reste & trouver une solution particuliére :

On utilise la méthode de variation de la constante : on cherche la solution sous la forme [yo x> C (x)h(m)]

ol [h : 2+ —L—| est une solution homogene et C' une fonction dérivable sur I

V142
1
t solution de (E I & Veel, (1+2%) xC'(2)h(z)+ (1+22) xC@)W (z)+ 2C(z)h(z) = ——
Yo est solution de (E) sur x (1+2z%) (x)h(x) + (1 4+ z°) (x)h' (z) + zC(x)h(x) Nigws

=0 car h solution de (H)

1 1
& Vrel, CO(z)=0b(x)xV1+22x T2 puisque h(x) = Nope

1 1 1
2) Cas du second membre b(z) = ——= et =R alorsona: VzreR, C'(z)=1x = = arctan’(z)
1422 1+2?

V1 + 22

} est une solution particuliére de (E)

Aussi [ R arctan(z)
ussi LT ——
Yo Tt a2

) C + arctan(x) }
et I’ensemble des solutions de (E) sur Rest: |S=<! |z +— ——————= ‘ CeR
(&) { [ V1+z? }

V1422 1

3) Cas du second membre b(zr) =1 et I =R alorsona: VxeR, C'(z)= = = argsh/(z
) (<)> (@) = = T = e )
. argsh(z . T
Aussi : : x — ———=| est une solution particuliére de (E
[yo \/1+—x2] p (E)

) C + argsh(z) }
et I’ensemble des solutions de (E£) sur Rest: |S=<¢ |z — ————= ‘ CeR
(&) { [ V1+ z? ]

4) Cas du second membre b(x) = 172| et I=]—o0,—1] oul=]—1,1] ou I=|1,+0o0|

T 1 x x
alorsona: Vrel, (O(r)=——— xV1+22x = =
@) V1 — 22| I+22 /[T —2?V1+22 /1 — 220 +22)

eSil=1I,=]-1,1 alors1—2?>0

' ‘ , B x B x _l e
aussion a: Vr €I, C(x)_\/(1—x2)(1+x2)_m_2 1— (22)2

U - ticulicre de (E) est arcsin (2?)
ne solution particuliére de est |yo: o~ ———=
P Y 2V1 + 22

C + arcsin (562)

2v/1 + 22

T —

‘CGR}

et ’ensemble des solutions de (F) sur | —1,1[ est : |Sy = {

eSil=1=]—00,—1] ou I=1I3=]1,+00[ alors 1 — 22 < 0
1 2 1 '
aussiona: Veel, C'(z)= i S S <—argch(m2)>
V(@2 = 1)(1 + 22) zi—-1 2 (z2)2 — 1 2

Une soluti ticuliere de (E) est argeh (o)
ne solution particuliere de es L
p Yo V1 1 22

C + argch (xQ)
H . W——

2v/1 + 22

‘CGR}

et ’ensemble des solutions de (F) sur | — oo, —1][ ou |1, +oo[ est : |S = {
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e Existe-t-il une fonction f continue sur R, solution de (F) sur Iy, I et I3 de (E) dans ce cas?
D’aprés ce qui précéde, on sait que nécessairement :
C1 + argch (562)
/1442

il existe un réel Cy tel veel—1,1] f(z) Ca +arcsin (+°)
- il existe un rée el que: Vxe|—1,1] )=
2 2v/1 1 22
O3 +argch (332)
o 2V/1 a2
On sait aussi que f doit étre continue sur R donc continue en —1 et en 1 aussi :
C1 + argch (22 C Cy + arcsin (22 Co+Z
- lim f(z)= lim f(x) Oor: — gch (27) L oo 2 (%) 22
os—1- o1+ 2V/1+ 22 a1 2V/2 2v/1 + 22 z—-1  2\/2
par continuité de argch et arcsin en 1 et puisque argch(1) = 0 et arcsin(1) =
on a donc nécéssairement : C; = Cy + 5
Cs + argch (22 C Cs + arcsin (22 Co+ 7%
- lim f(z) = lim f(x) Oor: — 5ch (27) CHN (z°) 27 2
z—1- x—1+ 241 + 2 x—1t 2\/5 2v1 4+ 22 z—1 2\/5

on a donc nécéssairement : C3 = Cy + 5

- il existe un réel C; tel que : Vo < —1, f(z)

- il existe un réel C5 tel que : Vo >1, f(z)

jus
2

Finalement, il y a une infinité de fonctions continue sur R solution de (E) sur | — oo, —1[, | — 1, 1] et |1, 400
C+Harcsin (2
o | Craen () <
il s’agit des fonctions |z +— c 27r+1+x " ( 2) ou C' est une constante réelle quelconque
— I targch(z .
W S1 |,I| >1
1 1+ 22
5) Cas du second membre b(z) = 1 2] et I=]—00,0 ou I=]0,+o0]
- x
1 1 2 1 1
aussiona: Vrel, C'(z)= e X V14 a2 x =

1—z\ |z 1+22  /lz|](1 - x)
e SiI=]0,1] alors x > 0
- 1
1 SN ,
etdonc: Vexel, C'(z)=-——"=2x —Y"—- = (2argth(\/z
( ) \/5(1—56) 1_(\/5)2 ( ( ))
2argth (/)
iz
C + 2argth(y/z)
Vit

Une solution particuliére de (E) sur ]0; 1] est [yo s

et ’ensemble des solutions de (F) sur |0,1[ est : |S = { x

e SiI=]—00,0] alors z < 0

‘CGR}
-1

et donc: Vxel, C'(z)= L =—-2x LxQ = (—2arctan (\/—CC))/ = <—2 arctan (\/m»

V=l + (—2) 1+ (v=3)
‘CER}
e Si I =]0,4o00] alors x > 0 et donc :

—2arctan(\/H)
Vit
Vo el, C’(x):m:QX%:QXQ\l/E <1_1\/E+1+1\/5>:(—21n\1—\/5\+21n\1+\/51>/
Vita | 1—ﬁw
H‘CGR}

/

Une solution particuliére de (E) sur |0; +o0] est [yo S

et 'ensemble des solutions de (F) sur |0, +oo[ est : |S = { x>

V142

1+
1—

B

C — 2arctan (y/]z|)
2 1
Une solution particuliére de (E) sur |0; +o00] est [yo DX 1 ‘ VT
1
et I’ensemble des solutions de (E) sur |0, +oo| est : |S = { [x iy (C +2In
(8) sur] | V1+ 22

B




