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e du 17/11/2011Exer
i
e R-5 Démontrons que arcsin
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ette se
onde égalité, on va montrer que les réels A = arcsin
4

5
+ arcsin
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et B =
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2
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65- ont le même sinus- sont situés dans le même intervalle I d'amplitude π où la restri
tion de sin réalise une bije
tiontype [

−π

2
, π
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] ou [

π

2
, 3π
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], et
 
'est à dire un intervalle sur lequel sin est 
ontinue, stri
tement monotone don
 bije
tive...alors, par bije
tivité de sinus en restri
tion à I (et en fait, surtout par inje
tivité), on a : {
sin(A) = sin(B)
(A,B) ∈ I2

⇒ A = B

• On 
al
ule don
 le sinus de 
es deux réels :
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4

5
×

√

1−
(

5

13

)2

+

√

1−
(
4

5

)2

× 5

13

=
4

5
×

√
169 − 25

13
+

√
25 − 16

5
× 5

13
=

4

5
× 12

13
+

3

5
× 5

13
=

48 + 15

5× 13
=

63

65De même : sin(B) = sin
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65or (quitte à poser l'opération éventuellement) on a : 652 − 162 = (65− 16)(65 + 16) = 49× 81 = (7× 9)2 = 632On a don
 prouvé que sin(A) = sin(B) = 63
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• Donnons un en
adrement satisfaisant de A et B :
arcsin
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arcsin est stri
tement 
roissante sur [−1, 1]
aussi B =
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∈
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2et par
e que arcsin est stri
tement 
roissante sur [−1, 1]
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don
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Ainsi : A ∈ I et B ∈ I où I =
[

−π

2
,
π

2

] et sinA = sinB don
 A = B 
ar sinus réalise une bije
tion de I dans [−1, 1]On a don
 démontré que A = B ou autrement dit que arcsin
4

5
+ arcsin

5

13
+ arcsin

16

65
=

π

2Remarques : On pouvait aussi 
on
lure par (A,B) ∈ [0, π]2 puisque arcsin a ∈
]
0, π

2

[ si a ∈]0, 1[et cosA = cosB 
e qu'on peut véri�er par un 
al
ul analogue...



Exer
i
e R-8 On 
onsidère l'équation di�érentielle (1 + x2)y′ + xy = b(x) (E)1) Résolution de l'équation homogène On résout 
ette équation sur RL'équation homogène est : (H) : (1 + x2)y′ + xy = 0 ⇔ y +
x

1 + x2
y = 0 
ar 1 + x2 6= 0

[

a : x 7→ x

1 + x2

] est 
ontinue sur R don
 elle admet des primitives et : a(x) =
1

2
× 2x

1 + x2
=

(
1

2
ln(1 + x2)

)′Les solutions homogènes de l'équation forment don
 l'ensemble :
SH =

{[

x 7→ C exp

(

−1

2
ln(1 + x2)

)] ∣
∣
∣ C ∈ R

} autrement dit SH =

{[

x 7→ C√
1 + x2

] ∣
∣
∣ C ∈ R

}

Pour résoudre (E) sur I, il reste à trouver une solution parti
ulière :On utilise la méthode de variation de la 
onstante : on 
her
he la solution sous la forme [

y0 : x 7→ C(x)h(x)
]où [

h : x 7→ 1√
1+x2

] est une solution homogène et C une fon
tion dérivable sur I
y0 est solution de (E) sur I ⇔ ∀x ∈ I, (1 + x2)× C ′(x)h(x) + (1 + x2)× C(x)h′(x) + xC(x)h(x)

︸ ︷︷ ︸

=0 
ar h solution de (H) =
1√

1 + x2

⇔ ∀x ∈ I, C ′(x) = b(x)×
√

1 + x2 × 1

1 + x2
puisque h(x) =

1√
1 + x22) Cas du se
ond membre b(x) =

1√
1 + x2

et I = R alors on a : ∀x ∈ R, C ′(x) = 1× 1

1 + x2
=

1

1 + x2
= arctan′(x)Aussi : [

y0 : x 7→ arctan(x)√
1 + x2

] est une solution parti
ulière de (E)et l'ensemble des solutions de (E) sur R est : S =

{[

x 7→ C + arctan(x)√
1 + x2

] ∣
∣
∣ C ∈ R

}

3) Cas du se
ond membre b(x) = 1 et I = R alors on a : ∀x ∈ R, C ′(x) =

√
1 + x2

1 + x2
=

1√
1 + x2

= argsh′(x)Aussi : [

y0 : x 7→ argsh(x)√
1 + x2

] est une solution parti
ulière de (E)et l'ensemble des solutions de (E) sur R est : S =

{[

x 7→ C + argsh(x)√
1 + x2

] ∣
∣
∣ C ∈ R

}4) Cas du se
ond membre b(x) =
x

√

|1− x2|
et I =]−∞,−1[ ou I =]− 1, 1[ ou I =]1,+∞[alors on a : ∀x ∈ I, C ′(x) =

x
√

|1− x2|
×

√

1 + x2 × 1
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=

x
√
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√
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=
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• Si I = I2 =]− 1, 1[ alors 1− x2 > 0aussi on a : ∀x ∈ I, C ′(x) =
x

√
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=

x√
1− x4

=
1

2
× 2x

√

1− (x2)2
=

(
1

2
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)′Une solution parti
ulière de (E) est [y0 : x 7→ arcsin
(
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)

2
√
1 + x2

]et l'ensemble des solutions de (E) sur ]− 1, 1[ est : S2 =

{[

x 7→ C + arcsin
(
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)

2
√
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]
∣
∣
∣ C ∈ R

}

• Si I = I1 =]−∞,−1[ ou I = I3 =]1,+∞[ alors 1− x2 < 0aussi on a : ∀x ∈ I, C ′(x) =
x

√

(x2 − 1)(1 + x2)
=

x√
x4 − 1

=
1

2
× 2x

√

(x2)2 − 1
=

(
1

2
arg
h(x2))′Une solution parti
ulière de (E) est [y0 : x 7→ arg
h(x2)

2
√
1 + x2

]et l'ensemble des solutions de (E) sur ]−∞,−1[ ou ]1,+∞[ est : S =

{[

x 7→ C + arg
h(x2)
2
√
1 + x2

]
∣
∣
∣ C ∈ R

}
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• Existe-t-il une fon
tion f 
ontinue sur R, solution de (E) sur I1, I2 et I3 de (E) dans 
e 
as ?D'après 
e qui pré
ède, on sait que né
essairement :- il existe un réel C1 tel que : ∀x < −1, f(x) =

C1 + arg
h(x2)
2
√
1 + x2- il existe un réel C2 tel que : ∀x ∈]− 1, 1[, f(x) =

C2 + arcsin
(
x2

)

2
√
1 + x2- il existe un réel C3 tel que : ∀x > 1, f(x) =

C3 + arg
h(x2)
2
√
1 + x2On sait aussi que f doit être 
ontinue sur R don
 
ontinue en −1 et en 1 aussi :- lim

x→−1−
f(x) = lim

x→−1+
f(x) Or : C1 + arg
h(x2)

2
√
1 + x2

−−−−→
x→−1

C1

2
√
2

et C2 + arcsin
(
x2

)

2
√
1 + x2

−−−−→
x→−1

C2 +
π
2

2
√
2par 
ontinuité de arg
h et arcsin en 1 et puisque arg
h(1) = 0 et arcsin(1) = π

2on a don
 né
éssairement : C1 = C2 +
π
2- lim

x→1−
f(x) = lim

x→1+
f(x) Or : C3 + arg
h(x2)

2
√
1 + x2

−−−−→
x→1+

C3

2
√
2

et C2 + arcsin
(
x2

)

2
√
1 + x2

−−−→
x→1

C2 +
π
2

2
√
2on a don
 né
éssairement : C3 = C2 +

π
2Finalement, il y a une in�nité de fon
tions 
ontinue sur R solution de (E) sur ]−∞,−1[, ]− 1, 1[ et ]1,+∞[il s'agit des fon
tions 


x 7→







C+arcsin

(
x2
)

2
√
1+x2

si |x| ≤ 1

C−π

4
+arg
h(x2

)

2
√
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si |x| > 1




 où C est une 
onstante réelle quel
onque

5) Cas du se
ond membre b(x) =
1

1− x

√

1 + x2

|x| et I =]−∞, 0[ ou I =]0,+∞[aussi on a : ∀x ∈ I, C ′(x) =
1

1− x

√

1 + x2

|x| ×
√

1 + x2 × 1

1 + x2
=

1
√

|x|(1− x)

• Si I =]0, 1[ alors x > 0et don
 : ∀x ∈ I, C ′(x) =
1√

x(1− x)
= 2×

1

2
√
x

1−
(√

x
)2

=
(
2argth(√x

))′Une solution parti
ulière de (E) sur ]0; 1[ est [y0 : x 7→ 2argth(√x
)

√
1 + x2

]et l'ensemble des solutions de (E) sur ]0, 1[ est : S =

{[

x 7→ C + 2argth(√x
)

√
1 + x2

]
∣
∣
∣ C ∈ R

}

• Si I =]−∞, 0[ alors x < 0et don
 : ∀x ∈ I, C ′(x) =
1√

−x(1 + (−x))
= −2×

−1

2
√
−x

1 +
(√

−x
)2

=
(
−2 arctan

(√
−x

))′
=

(

−2 arctan
(√

|x|
))′Une solution parti
ulière de (E) sur ]0;+∞[ est [y0 : x 7→ −2 arctan

(√

|x|
)

√
1 + x2

]et l'ensemble des solutions de (E) sur ]0,+∞[ est : S =

{[

x 7→ C − 2 arctan
(√
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)

√
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]
∣
∣
∣ C ∈ R

}

• Si I =]0,+∞[ alors x > 0 et don
 :
∀x ∈ I, C ′(x) =

1√
x(1− x)

= 2×
1

2
√
x

1−
(√

x
)2

= 2× 1

2
√
x

(
1

1−√
x
+

1

1 +
√
x

)

=
(

− 2 ln |1−
√
x|+ 2 ln |1 +

√
x|
)′Une solution parti
ulière de (E) sur ]0;+∞[ est [y0 : x 7→ 2√

1 + x2
ln

∣
∣
∣
∣

1 +
√
x

1−√
x

∣
∣
∣
∣

]et l'ensemble des solutions de (E) sur ]0,+∞[ est : S =

{[

x 7→ 1√
1 + x2

(

C + 2 ln

∣
∣
∣
∣

1 +
√
x

1−√
x

∣
∣
∣
∣

)] ∣
∣
∣ C ∈ R

}


