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PTSI : Correction des TD du chapitre 1

Séance du 16/09/2011

EXERCICE E-1 (V34 1)cosz+ (V3 —1)sinz+v3-1=0  (E)

1) Une premiére méthode

On utilise la méthode de Fresnel : \/(\/3 +1)24+(V3-1)2=v8=2V2  aussi:

V:UER,(\/§+1)cosx+(\/§—1)smx—2\f(\[+ osx+\/§_1sin:r>—2\f<[+\[ Sw—i-Msinx)

2v/2 2v/2 4
6 2
On sait que cos (17;) \[1 V2 d’apres le sujet aussi :
2 2
SinQ(i) el <1> (B} _8-B+1+2V3) 4-2V3 3+1-2v3 _ (V3-1
12 12 2v2 (2v2) (2v2)? ~ (2v2)? 2v2
Pour prouver cette égalité, on peut montrer que sin? 15 = ?2\2[{; et aussi que (?\;51)2 = ?275@
s V6-v2 7r ™

et donc 8111(12) 1 et, puisque sm<12) >0 (carﬁe]O;E[)

Finalement, (v/3 4 1) cosz + (V3 — 1)sinz = 2v/2 (cos (12> cos + sin (12) sm:r) = 2v/2cos (x - %)

et donc: (E) & Qﬁcos(m—ﬁ)+\/§—l—0

™ —\f V2-vV6 7T g 4 4
& cos (az - —) ! = = sin (——) = cos (— - (——)) = cosL

12 2v/2 4 12 2 12 12
7 7 2
& x—%—l—;r[%r] ou x—%z—l—g[%r] & ng[%ﬂ ou xz—g[%r]
2) Une deuxiéme méthode
e Si x =7 [27], alors cosz = —1 et sinz = 0 donc = n’est pas solution de (F).

Aussi les solutions sur R de I’équation (E) sont les mémes que les solutions sur R — {7 + 2k ‘ keZ}.

On peut donc considérer que x ¢ {m + 2k7 | k € Z} soit z ¢ {g +km|ke Z} et alors t = tang est bien défini.

2
On sait al L- t s 2t On a done Iéquival
[ ] n 1 T = 1n = . n )81 1 101 .
salt alors que Ccos™ 1—|—t2 € SN T 1—|—t2 a aonc l'equivalence
1—¢2 T
(B) < (f+1) T S+ (V3 - )1 SHV3-1=0 et t=tan

(V3+ 1)1 —12) +2t(v/3 1)+ (V3 —1)(1 + t?)
. 1+ t2
= t:tan§ et —2t2+2(\/§—1)t+2\/§:0 puisque 1 + > >0

T
=0 et t=tan—
2

xr
s t= tan§ et t2 + (1 — \/g)t— \/gz 0 (de discriminant A = (17\/5)2+4\/§:472\/§=3+172\/§= (1+\/§)2)
On peut aussi remarquer que —1 est une racine évidente. Or, le produit des racines vaut % donc lautre racine est /3

o= (t:—l ou t:\/§> et t:tang

2
En conclusion, I’ensemble solution de (F) est S = {; + 2k, —g + 2k ‘ ke Z}
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EXERCICE E-3 Etude de la fonction f(z) = +/|z — 1\621- sizx#0et f(0)=0

1) Continuité :

- On étudie la continuité par les théoréemes usuels :
[z +— = — 1] est continue sur R a valeurs dans R et la valeur absolue est continue sur R
donc, par composition, [x +— |z — 1|] est continue sur R & valeurs dans R . La fonction racine est continue sur R
aussi, par composition, [z — \/|z — 1|] est continue sur R.
La fonction inverse est continue sur R’ et sur R* a valeurs dans R ou la fonction exponentielle est continue.
De sorte que, par composition, [z ei] est continue sur sur R* et sur R*.
Aussi, par produit, f est continue sur sur R* et sur R* .

- Etudions la continuité en 0 :

lim — = —-o0 1 lim — =+o00 1
=0~ T = lim ez =0 et z—0t T = lim ez = +4o0.
lim e* =0 z—0~ lim e* =400 z—0+

X——00 X—+o0
Comme lin% |x — 1] =1, on obtient, par produit, que :

T—r
lim f(z) =0= f(0) donc f est continue a gauche en 0 et lier f(z) = +o00 donc f n’est pas continue & droite en 0
z—0~ z—0

On peut conclure que ’ [ est continue sur sur R* et sur R*, elle n’est pas continue en 0 mais y est continue & droite ‘

la courbe représentative de f admet ’axe des ordonnée pour asymptote verticale ‘

De plus, puisque lim f(x) = o0,
z—07F

2) Sens de variation de f :

eSizeR*—{1},alors: +/lx—1]>0et ez >0 donc f(z) > 0 de sorte que In|f(x)| existe
1 1

et alors : | Vo € R* — {1}, In|f(z)] =In(f(z)) =In/|z —1] +lner = 5111]3:— 1+ -
x

o [z — 2 — 1] est dérivable sur R et la valeur absolue est dérivable sur R et sur R
aussi, par composition, [z — |z — 1|] est dérivable sur | — oo, 1] et sur ]1;4+o00[ ou elle est a valeurs dans R
La fonction racine étant dérivable sur R* , la fonction [z + /|2 — 1|] est dérivable sur | — oo, 1 et sur |1; +oof.
La fonction inverse est continue sur R* et sur R* et la fonction exponentielle est dérivable sur R

donc la fonction z + e+ est dérivable sur R% et sur R*. De sorte que, par produit, on prouvé que

la fonction f est dérivable sur | — oco;0[, sur ]0; 1] et sur |1; 4+o00] : ’le nombre f’(z) existe pour x € R* — {1} ‘

flx) 1 1 1 2?—2242

f(z) 2Xa;—1_:1:2_23:2(:1:—1)

1 1
e Aussi, en dérivant ln]f(a:)\:iln]ac—ll—i-* ona: VreR"—{l},
x

!
On utilise le résultat : Si u est une fonction dérivable sur I et ne s’annulant pas sur I, alors In |u| est aussi dérivable sur I et (In|u|) = LA
u

! 2_ 2342 —1)2+1
Mais alors | le réel f'(z) _ 7t c+2 _ (z-1)7"+

o) @ —1) ~ 2%z 1) a le signe de z —1 sur R* — {1} et ne s’annule jamais.

ou bien : le discriminant de 2% — 2z 42 est A = —4 < 0 ce qui entraine 22 — 2z +2 >0 et, par ailleurs, 222 > 0.
/!
, N . . xz , . .
e Comme f(x) > 0, le réel f'(x) a le méme signe que le réel ];(( )) dont on a déterminé le signe.
x
On peut donc affirmer que : - f est strictement décroissante sur | — oo, 0[ et sur ]0; 1]

- f est strictement croissante sur |1; +o0|
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3) Dérivabilité en 1 :

1 1
f@) = f)| _ Ve —Ter __eF ik ot done T | @) =S|
‘ o1 |7 o] oy Ovamyer =eet i Viw 1l =07 done fimg 7R A = oo

Aussi, la fonction f n’est pas dérivable en 1 : la courbe représentative de f présente en x = 1 une tangente verticale.

1 1
— £(0 ] —1lez z 1
Dérivabilité a gauche en O : 'f(:n) A )‘ = |2 ¢ -]z — 1| x £ Sz < 0. On sait que lim — =-00
x

‘l‘| x—0— T

et lim XeX¥ =0 donc lim — =0" et, d’autre part, lim /|[z —1| =1 aussi lim ’f(a:)—f(())‘ =07
z—0~

X—=—00 z—0— T z—0~

et donc la fonction f est dérivable a gauche en z = 0 et la courbe C; présente en 0~ une demi-tangente horizontale.

4) Comportement asymptotique :

1
e lim —=0 donc lim er =1 et, d’autre part, lirf Vit —1 =400 donc | lim f(x)=+o0
T—>1T00

r—too r—F00 r—Fo00

f(z) |z — 1‘6% 1 1]
[ ] = o — — —|ex
x Va2 r
1 1
Or, on sait que : lim e% =1 et lim ——=|=0 donc  lim (2) -0
300 T—>+o00 x x z—otoo

La courbe représentative de f posseéde donc en +o00 et en —oco des branches paraboliques dans la direction (O; Z)

5)
T —00 0 1 +00
f(z) -0 - +
+o00 +0o0
1
+00 +00 +00 ™
f N N\ /! .
0 0 1
0




