
Correction des TD du chapitre X des élèves de PTSI
Exercice R-1 Si E est un ensemble quelconque, alors, pour toutes parties F et G de E,

on dé�nit F4G = (F −G) ∪ (G− F )
1)b) Si E = R alors R+4R− =

(
R+ − R−

)
︸ ︷︷ ︸

={0}

∪
(
R− − R+

)
︸ ︷︷ ︸

={0}

= {0} ∪ {0} = {0}

2) 4 dé�nit une loi de composition interne sur P(E), l'ensemble des parties de E (en e�et 4 : P(E)× P(E)→ P(E))

2)a) Il s'agit de montrer que : ∀(F,G) ∈ P(E)2, F4G = G4F
Or : F4G = (F −G) ∪ (G− F ) = (G− F ) ∪ (F −G) = G4F en utilisant l'associativité de ∪

La loi 4 est donc commutative

2)b) Pour toute partie F de E, F4∅ = (F − ∅)︸ ︷︷ ︸
=F

∪ (∅ − F )︸ ︷︷ ︸
=∅

= F ∪ ∅ = F aussi ∀F ∈ P(E), F4∅ = ∅4P = F

On peut donc conclure que ∅ est un élément neutre pour la loi 4

2)c) Pour toute partie F de E, F4F = (F − F )︸ ︷︷ ︸
=∅

∪ (F − F )︸ ︷︷ ︸
=∅

= ∅ ∪ ∅ = ∅ aussi ∀F ∈ P(E), F4F = ∅

On peut donc conclure que pour toute partie F de E, F est son propre symétrique pour la loi 4

3) On rappelle que : ∀(F,G) ∈ P(E)2, F −G = F ∩G (∗) et que F = F (∗∗)

3)a) ∀(F,G) ∈ P(E)2, F4G = (F −G) ∪ (G− F ) = F −G ∩G− F
or F −G = F ∩G = F ∪Gpar (∗) = F ∪Gpar (∗∗) et, de même, G− F = G∪F aussi F4G =

(
F ∪G

)
∩
(
G∪F

)
Démontrons alors que F4G =

(
F ∩G

)
∪
(
F ∩G

)
autrement dit

(
F ∪G

)
∩
(
G ∪ F

)
=
(
F ∩G

)
∪
(
F ∩G

)
− > On peut procéder par double inclusion :

Si x ∈
(
F ∪G

)
∩
(
G ∪ F

)
alors x ∈ F ∪G et x ∈ G ∪ F

mais soit x ∈ F et x ∈ G ∪ F soit x ∈ G et x ∈ G ∪ F
aussi soit x ∈ F et x ∈ G car x /∈ F soit x ∈ G et x ∈ F car x /∈ G

et donc soit x ∈ F ∩G soit x ∈ F ∩G autrement dit x ∈
(
F ∩G

)
∪
(
F ∩G

)
On a ainsi prouvé l'incusion ⊂ et on peut prouver (à faire) l'autre inclusion...

− > On peut utiliser aussi un raisonnement utilisant la distributivité de ∪ devant ∩ et inversement

c'est à dire que : ∀(A,B,C) ∈ P(E)3, A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) et A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)
En e�et :

(
F ∪G

)
∩
(
G ∪ F

)
=
[
F ∩

(
G ∪ F

)]
∪
[
G ∩

(
G ∪ F

)]
=
[(
F ∩G

)
∪
(
F ∩ F

)︸ ︷︷ ︸
=∅

]
∪
[ (
G ∩G

)︸ ︷︷ ︸
=∅

∪
(
G ∩ F

))]
aussi

(
F ∪G

)
∩
(
G ∪ F

)
=
[ (
F ∩G

)
∪ ∅︸ ︷︷ ︸

=F∩G

]
∪
[
∅ ∪

(
G ∩ F

)︸ ︷︷ ︸
=G∩F

]
=
(
F ∩G

)
∪
(
F ∩G

)
CQFD !

3)b) Pour toutes parties F,G et H de E,(
F4G

)
4H =

[
F4G−H

]
∪
[
H − F4G

]
=
[(
(F −G) ∪ (G− F )

)
∩H

]
∪
[
H ∩ F4G

]
aussi

(
F4G

)
4H =

[(
F ∩G

)
∪
(
G ∩ F

)
∩H

]
∪
[
H ∩

(
F ∩G

)
∪
(
F ∩G

)]
et donc

(
F4G

)
4H =

(
F ∩G ∩H

)
∪
(
G ∩ F ∩H

)
∪
(
H ∩ F ∩G

)
∪
(
H ∩ F ∩G

)
de sorte qu'on a bien

(
F4G

)
4H =

(
F ∩G ∩H

)
∪
(
F ∩G ∩H

)
∪
(
F ∩G ∩H

)
∪
(
F ∩G ∩H

)
par commutativité de ∪ et ∩...

3)c) Alors, on a aussi en réalisant un permutation circulaire sur F,G et H :

F4
(
G4H

)
=
(
G4H

)
4F =

(
G ∩H ∩ F

)
∪
(
G ∩H ∩ F

)
∪
(
G ∩H ∩ F

)
∪
(
G ∩H ∩ F

)
=
(
F4G

)
4H

par commutativité de 4 par commutativité de ∪ et ∩
Aussi : ∀(F,G,H) ∈ P(E)3,

(
F4G

)
4H = F4

(
G4H

)
autrement dit que la loi 4 est associative

4) La loi 4 est donc une l.c.i sur P(E) qui est associative (question 3), qui admet un élément neutre (question 2b)

et, pour laquelle, tout élément F de P(E) possède un symétrique (question 2b) aussi
(
P(E),4

)
est un groupe De plus,

4 est commutative donc
(
P(E),4

)
est un groupe abélien
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Exercice A-4 Il s'agit de véri�er l'axiomatique de la dé�nition d'un Kev

1) E = R2, K = R, + est la loi usuelle et R. est donnée par : ∀α ∈ R,∀(x, y) ∈ R2, α.(x, y) = (αy, αx)

• Si + est loi usuelle sur R2 càd : ∀(x, y) ∈ R2,∀(x′, y′) ∈ R2, (x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′)
alors on sait déjà que (R2,+) est un groupe commutatif.

• Par ailleurs, R. ainsi dé�nie est bien une loi de composition externe à opérateurs dans R.
• Il reste à véri�er la compatibilité entre R. et les autres opérations.

- Compatibilité entre R. et la loi + du groupe :

∀α ∈ R, ∀
[
(x, y), (x′, y′)

]
∈
(
R2
)2
, a-t-on α.

(
(x, y) + (x′, y′)

)
= α.(x, y) + α.(x′, y′) ? En utilisant les lois, on a

α.
(
(x, y) + (x′, y′)

)
= α.(x+ x′, y + y′) =

(
α(y + y′), α(x+ x′)

)
= (αy + αy′, αx, αx′)︸ ︷︷ ︸
axiome α) dans (R,+,R.)

= (αy, αx) + (αy′, αx′) = α.(x, y) + α.(x′, y′)

- Compatibilité entre R. et la loi + du corps :
∀(α, β) ∈ R2,∀(x, y) ∈ R2, a-t-on (α+ β).(x, y) = α.(x, y) + β.(x, y) ? En utilisant les lois, on a

(α+ β).(x, y) =
(
(α+ β)y, (α+ β)x

)
=
(
αy + βy, αx+ βx

)︸ ︷︷ ︸
axiome β) dans (R,+,R.)

= (αy, αx) + (βy, βx) = α.(x, y) + β(x, y)

- Compatibilité entre R. et la loi × du corps :
∀(α, β) ∈ R2,∀(x, y) ∈ R2, a-t-on (αβ).(x, y) = α.

(
β.(x, y)

)
? En utilisant les lois, on a

(αβ).(x, y) =
(
αβy, αβx) = α(βx, βy) = α.

(
β.(y, x)

)
On constate que ça ne fonctionne pas.

En e�et, on peut utiliser le contre-exemple : α = 2, β = 3 et (x, y) = (0, 1) alors
(2× 3).(0, 1) = (6× 1, 6× 0) = (6, 0) et 2.

(
3.(0, 1)

)
= 2.(3, 0) = (0, 6) 6= (2× 3).(0, 1)

Remarquons que le dernier axiome n'est pas non plus véri�é : 1.(x, y) = (y, x) 6= (x, y) par exemple pour (x, y) = (1, 0)

2) E est un Rev, K = C, + est la loi du Rev et la loi C. est : ∀(x, y) ∈ R2,∀(a+ ib) ∈ C, (a+ ib).(x, y) = (ax− by, ay + bx)
• Par dé�nition du R ev E, (E,+) est un groupe commutatif.
• La loi C. est bien une loi de composition externe à opérateurs dans C car :

∀(x, y) ∈ R2,∀(a+ ib) ∈ C, alors (a, b) ∈ R2 et donc (a+ ib).(x, y) = (ax− by, ay + bx) ∈ R2

• Il reste à véri�er la compatibilité entre R. et les autres opérations.
- Compatibilité entre R. et la loi + du groupe :

∀(a, b) ∈ R2,∀
[
(x, y), (x′, y′)

]
∈
(
R2
)2

a-t-on (a+ ib).
(
(x, y) + (x′, y′)

)
= (a+ ib).(x, y) + (a+ ib).(x′, y′) ?

En utilisant les lois, on a :
(a+ib).

(
(x, y)+(x′, y′)

)
= (a+ib).(x+x′, y+y′) =

(
a(x+x′)−b(y+y′), a(y+y′)+b(x+x′)

)
=
(
ax+ ax′ − by − by′, ay + ay′ + bx+ bx′

)︸ ︷︷ ︸
axiome β) dans (E,+,R.)

donc : (a+ ib).
(
(x, y) + (x′, y′)

)
= (ax− by, ay + bx) + (ax′ − by′, ay′ + bx′)︸ ︷︷ ︸

par commutativité et associativité de +

= (a+ ib)(x, y) + (a+ ib)(x′, y′)

- Compatibilité entre R. et la loi + du corps :
∀(a, b) ∈ R2,∀(α, β) ∈ R2,∀(x, y) ∈ R2, a-t-on (a+ ib+ α+ iβ).(x, y) = (a+ ib).(x, y) + (α+ iβ).(x, y) ?

(a+ ib+ α+ iβ).(x, y) =
(
(a+ α)x− (b+ β)y, (a+ α)y + (b+ β)x

)
=
(
ax− by, ay + bx) + (αx− βy, αy + βx

)︸ ︷︷ ︸
axiome β) dans (E,+,R.)

de sorte que : (a+ ib+ α+ iβ).(x, y) = (a+ ib).(x, y) + (α+ iβ).(x, y)
- Compatibilité entre R. et la loi × du corps :

∀(a, b) ∈ R2,∀(α, β) ∈ R2,∀(x, y) ∈ R2, a-t-on
(
(a+ ib)(α+ iβ)

)
.(x, y) = (a+ ib).

(
(α+ iβ).(x, y)

)
?

D'une part :
(
(a+ ib)(α+ iβ)

)
.(x, y) = (aα− bβ + i(aβ + αb).(x, y) =

(
(aα− bβ)x− (aβ + αb)y, (aα− bβ)y + (aβ + αb)x

)
soit

(
(a+ ib)(α+ iβ)

)
.(x, y) = (aλx− bβx− aβy − αby, aαy − bβy + aβx+ αbx)

D'autre part : (a+ ib).
(
(α+ iβ).(x, y)

)
= (a+ ib).(αx− βy, αy + βx) =

(
a(αx− βy)− b(αy + βx), a(αy + βx) + b(αx− βy)

)
soit (a+ ib).

(
(α+ iβ).(x, y)

)
= (aαx−aβy− bαy− bβy, aαy+aβx+ bαx− bβy) d'où le résultat par commutativité de + dans E

-Lien entre C. et l'unité du corps : L'unité de C et 1 = 1 + i× 0
aussi ∀(x, y) ∈ R2, 1.(x, y) = (1 + i× 0).(x, y) = (1× x− 0× y, 1× y + 0× x) = (x, y)

Conclusion, on a bien obtenu une structure de Cev. Cet espace vectoriel est le complexi�é du Rev E.

Exercice A-5 Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels pour les lois usuelles ?

Pour ce type d'exercice, il s'agit d'abord de bien identi�er "le décor" c'est à dire d'identi�er l'espace ambiant.On examine les objets
utilisés qui joueront le rôle de "vecteurs" et on cherche un espace ambiant associé à ces vecteurs dans nos exemples de références
(cf. cours). Connaissant l'espace ambiant, on peut en déduire la nature des "scalaires", la loi +, la loi externe et le vecteur nul.
Il y a ensuite deux alternatives :
- soit on observe que le vecteur nul n'est pas dans l'ensemble ou qu'une des lois n'est pas stable ce qui conduit à une réponse
négative.
-soit on se lance dans une preuve en montrant que l'ensemble considéré est un sev de cet espace ambiant.
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1) E = {(x, y) ∈ R2 | 2x+ 3y = 0} Oui

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

Les vecteurs sont ici des couples (x, y) de réels. L'espace ambiant de référence associé est donc R2 qui est un Rev.
On connaît les lois sur cet espace vectoriel :
∀(x, y) ∈ R2,∀(x′, y′) ∈ R2,∀λ ∈ R, (x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′) et λ.(x, y) = (λx, λy) et le vecteur nul est (0, 0)

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

Montrons que E est un sev du R ev R2 : - E ⊂ R2 par dé�nition de E et E 6= ∅ puisque (0, 0) ∈ E
- stabilité pour + : ∀(x, y) ∈ E,∀(x′, y′) ∈ E, a-t-on (x, y) + (x′, y′) ∈ E ?

On sait : (x, y) ∈ E ⇔ 2x+ 3y = 0 et (x′, y′) ∈ E ⇔ 2x′ + 3y′ = 0 et aussi (x, y) + (x′, y′) = (x+ x′︸ ︷︷ ︸
x1

, y + y′︸ ︷︷ ︸
=y1

)

Véri�ons que (x1, y1) ∈ E : 2x1 + 3y1 = 2(x+ x′) + 3(y + y′) = (2x+ 3y) + (2x′ + 3y′) = 0 + 0 = 0 d'où le résultat.
- stabilité pour R. : ∀λ ∈ R,∀(x, y) ∈ E, a-t-on λ.(x, y) ∈ E ?

On sait : (x, y) ∈ E ⇔ 2x+ 3y = 0 et λ.(x, y) = ( λx︸︷︷︸
x1

, λy︸︷︷︸
y1

)

Véri�ons que (x1, y1) ∈ E : 2x1 + 3y1 = 2(λx) + 3(λy) = λ(2x+ 3y) = λ× 0 = 0 d'où le résultat.

2) E = {(x, y) ∈ R2 | x+ y = 1} Non

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

L'espace ambiant est le même que dans 1)

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

On remarque que (0, 0) /∈ E car 0 + 0 = 0neq1 donc E ne pas être un espace vectoriel pour la loi + usuelle.

3) E = {(x, y) ∈ R2 | xy > 0} Non

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

L'espace ambiant est le même que dans 1)

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

On remarque que E n'est pas stable pour + puisque : (2, 1) ∈ E et (−1,−3) ∈ E mais (2, 1) + (−1,−3) = (1,−2) /∈ E

4) E = {(un)n∈N ∈ RN | u0 = u1 = 0} Oui

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

Les vecteurs sont ici des suites réelles u = (un)n∈N. L'espace ambiant de référence associé est donc RN qui est un Rev.
On connaît les lois sur cet espace vectoriel :
∀u = (un)n∈N ∈ RN,∀v = (vn)n∈N ∈ RN,∀λ ∈ R, u+ v = (un + vn)n∈N et λ.u = (λun)n∈N et le vecteur nul est (0)n∈N

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

Montrons que E est un sev de RN :
- E ⊂ RN par dé�nition et E 6= ∅ puisque (0)n∈N ∈ E car tous les termes de cette suite étant nul, les termes d'indice 0 et 1 aussi.
- stabilité pour + : ∀u = (un)n∈N ∈ E,∀v = (vn)n∈N ∈ E, a-t-on u+ v ∈ E ?
On a : u ∈ E ⇔ u0 = u1 = 0 et v ∈ E ⇔ v0 = v1 = 0 et aussi w = u+ v = (un + vn)n∈N soit wn = un + vn
Véri�ons que w = u+ v ∈ E : w0 = (u+ v)0 = u0 + v0 = 0 + 0 = 0 et w1 = (u+ v)1 = u1 + v1 = 0 + 0 = 0 donc w = u+ v ∈ E
- stabilité pour R. : ∀u = (un)n∈N ∈ E,∀λ ∈ R a-t-on λ.u ∈ E ? On a : u ∈ E ⇔ u0 = u1 = 0 et w = λu = (λun)n∈N
soit wn = λun aussi w0 = λu0 = λ× 0 = 0 et w1 = λu1 = λ× 0 = 0 donc w = λu ∈ E

5) E = {[f : R→ R] | f(0) = 0} : Oui

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

Les vecteurs sont ici des fonctions de R dans R [f : R→ R]. L'espace ambiant de référence associé est donc RR qui est un Rev.
On connaît les lois sur cet espace vectoriel :

∀f ∈ RR,∀g ∈ RR,∀λ ∈ R, f+g =

[
R → R
t 7→ f(t) + g(t)

]
et λ.f =

[
R → R
t 7→ λf(t)

]
et le vecteur nul est

[
0RR : R → R

t 7→ 0

]
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

Montrons que E est un sev de RR : - Par dé�nition, E ⊂ RR et E 6= ∅ puisque 0RR ∈ E car 0RR(0) = 0
- stabilité pour + : ∀f ∈ E,∀g ∈ E, a-t-on f + g ∈ E ?
On sait : f ∈ E ⇔ f(0) = 0 et g ∈ E ⇔ g(0) = 0 aussi (f + g)(0) = f(0) + g(0) = 0 + 0 = 0 soit f + g ∈ E
- stabilité pour R. : ∀f ∈ E,∀λ ∈ R, a-t-on λf ∈ E ?
On sait : f ∈ E ⇔ f(0) = 0 aussi (λf)(0) = λ× f(0) = λ× 0 = 0 soit λf ∈ E

6) E = {(z, x) ∈ C× R | <e(z) = x} :
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

Les vecteurs sont ici des couples (z, x) où z ∈ C et x ∈ R. L'espace ambiant de référence associé est donc C×R qui est un Rev (cf.
cours)
On connaît les lois sur cet espace vectoriel : Oui

∀(z, x) ∈ C× R,∀(z′, x′) ∈ C× R,∀λ ∈ R, (z, x) + (z′, x′) = (z + z′, x+ x′) et λ.(z, x) = (λz, λx) et le vecteur nul est (0, 0)

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

Montrons que E est un sev de C× R : - Par dé�nition, E ⊂ C×RR et E 6= ∅ puisque (0, 0) ∈ E car 0 = <e(0)
- stabilité pour + : ∀(z, x) ∈ E,∀(z′, x′) ∈ E, a-t-on (z, x) + (z′, x′) ∈ E ?
On a : (z, x) ∈ E ⇔ <e(z) = x et (z′, x′) ∈ E ⇔ <e(z′) = x′ or (z, x) + (z′ + x′) = (z + z′, x+ x′)
Et : <e(z + z′) = <e(z) + <e(z′) = x+ x′ donc (z, x) + (z′ + x′) = (z + z′, x+ x′) ∈ E
- stabilité pour R. : ∀(z, x) ∈ E,∀λ ∈ R, a-t-on λ.(x, y) ∈ E ?
On a : (z, x) ∈ E ⇔ <e(z) = x et λ.(z, x) = (λz, λx)
Et : <e(λz) = λ<e(z) puisque λ ∈ R aussi <e(λz) = λx donc λ.(z, x) = (λz, λx) ∈ E
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