Correction des TD du chapitre X des éleves de PTSI

EXERCICE R-1 Si F est un ensemble quelconque, alors, pour toutes parties F' et G de F,
on définit FAG = (F—-G)U(G—-F)
b)Si E=R alors RyAR- = (R —R-)U(R-~Ry) = {0} U{0} = {0}

={0} ={0}
2) A définit une loi de composition interne sur P(E), U'ensemble des parties de E (en effet A : P(E) x P(E) — P(E))
2)a) 1l s’agit de montrer que : V(F,G) € P(E)?, FAG=GAF
Or: FAG=(F-G)U(G—F)=(G—-F)U(F—-G)=GAF en utilisant associativité de U
’La loi A est donc commutative‘

2)b) Pour toute partie F'de E, FA)=(F-0)U@—-F)=FUl=F aussi ’VFGP(E), FA@Z@AP:F‘
T 7

On peut donc conclure que ’@ est un élément neutre pour la loi A‘

2)c) Pour toute partie F de B, FAF =(F - F)U(F - F)=0UD = ( aussi ’VF € P(E), FAF = V)‘
=0 =0

On peut donc conclure que ’pour toute partie F' de E, I est son propre symétrique pour la loi A ‘

3) On rappelle que : V(F,G) € P(E)?, F—-G=FNG (x) etque F=F (xx)

3)a) V(F,G) ¢ P(E)?, FAG=(F-G)U(G—-F)=F-GnG~-F

or F—G=FNG=FUGpy ) = FUGpy () et,deméme, G—F=GUF aussi FAG= (FUG) N (@uF)
Démontrons alors que FAG = (F N G) U (Fﬂé) autrement dit (FU G) N (@U F) = (F N G) U <Fﬂé>
— > On peut procéder par double inclusion :

Si ze (FuG) N (éuF) alors z€ FUGetz € GUF

mais soitz € Fetx € GUF soitreGetxr e GUF
aussi soitz € Fetx € G carx ¢ F soitreGetx € F carxd¢d G
et donc soit x € FNG soit z € FNG autrement dit xe(FﬂG)U(FﬁG)

On a ainsi prouvé l'incusion C et on peut prouver (2 faire) 'autre inclusion...

— > On peut utiliser aussi un raisonnement utilisant la distributivité de U devant N et inversement

c’est a dire que : V(A,B,C) € P(E)?, AN(BUC)=(ANB)U(ANC) et AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

En effet : (FUG) N (GUF) = [Fﬂ (@UF)] U {Gm (@UF)} = [(Fﬂé) U (FmF)} U [(Gmé) U(GOF)H
—— ——

aussi (FUG)N (GUF)=|(FnG)ub|ulou(GnF)|=(FnG)u(FnG) carp:
—FnG =GNF

3)b) Pour toutes parties F,G et H de E,

(FAG)AH = [FAG—H} U [H—FAG} - [((F—G)U(G—F)) mﬁ} U [Hn@}

aussi (FAG)AH = [(FNG)U(GNF)nH|u[HN(FNG)U(FNG)|

et donc (FAG)AH =(FNGNH)U(GNFNH)UHNFNG)U(HNFNG)

de sorte qu’on a bien (FAG)AH:(Fﬁéﬂﬁ)U(FﬁGﬂﬁ)U(Fﬂ@ﬂH)U(FﬂGﬁH)

par commutativité de U et N...

3)c) Alors, on a aussi en réalisant un permutation circulaire sur F,G et H :
FA(GAH) = (GAH)AF = (GNHNF)U(GNHNF)U(GNHNF)U(GNHNF) = (FAG)AH
par commutativité de A par commutativité de U et N

Aussi: V(F,G,H) € P(E)*, (FAG)AH =FA(GAH) autrement dit que ’1& loi A\ est associative

4) Laloi A est donc une l.c.i sur P(E) qui est associative (question 3), qui admet un élément neutre (question 2b)

et, pour laquelle, tout élément F' de P(E) posséde un symétrique (question 2b) aussi (P(E), A) est un groupe  De plus,

A est commutative donc (P(E), A) est un groupe abélien




EXERCICE A-4 1l s’agit de vérifier 'axiomatique de la définition d’un Kev

1) E=R2? K =R, + est la loi usuelle et R. est donnée par : Ya € R,V(z,y) € R?, a.(x,y) = (ay, ax)
e Si + est loi usuelle sur R? cad : V(x,y) € REV(2',y) € R2, (2,9) + (2/,¢) = (z + 2",y + V)
alors on sait déja que (R?,+) est un groupe commutatif.
e Par ailleurs, R. ainsi définie est bien une loi de composition externe & opérateurs dans R.
o Il reste a vérifier la compatibilité entre R. et les autres opérations.
- Compatibilité entre R. et la loi + du groupe :
Vo € R,V[(z,y), (¢/,y)] € (R2)2, a-t-on a.((z,y) + (2, y)) = a.(x,y) + o.(2,y') ? En utilisant les lois, on a
a((z,y) + (@ y)) = a(e+ 2", y+y) = (aly +y), ale +2) = (ay + ay’, az, a2’) = (ay, az) + (ay/, aa’) = a.(2,y) + a.(z',y)

axiome «) dans (R, +,R.)
- Compatibilité entre R. et la loi + du corps :
V(a, B) € R2,V(z,y) € R, at-on (a+ B).(z,y) = a.(z,y) + B-(x,y) ? En utilisant les lois, on a
(a+B).(z,y) = ((a+ By, (a+ B)z) = (o + By, ax + fz) = (ay, ax) + (By, Bz) = a.(z,y) + B(x,y)

axiome () dans (R, +,R.)
- Compatibilité entre R. et la loi X du corps :
V(a, B) € R%V(z,y) € R?, a-t-on (ap).(z,y) = a.(B.(z,y)) ? En utilisant les lois, on a
(aB).(z,y) = (aBy, afz) = a(Bz, By) = o.(B.(y,x)) On constate que ¢a ne fonctionne pas.
En effet, on peut utiliser le contre-exemple : « = 2,5 =3 et (z,y) = (0,1) alors
(2x3).0,1) = (6 x 1,6 X 0) = (6,0) et 2.(3.(0,1)) = 2.(3,0) = (0,6) # (2 x 3).(0, 1)
Remarquons que le dernier axiome n’est pas non plus vérifié : 1.(z,y) = (y,z) # (z,y) par exemple pour (z,y) = (1,0)

2) E est un Rev, K = C, + est la loi du Rev et la loi C. est : V(z,y) € R%V(a+ib) € C, (a+ib).(z,y) = (ax — by, ay + bx)
e Par définition du R ev E, (F,+) est un groupe commutatif.
e La loi C. est bien une loi de composition externe & opérateurs dans C car :
V(z,y) € R% V(a+ib) € C, alors (a,b) € R? et donc (a+1ib).(z,y) = (ax — by, ay + bz) € R?
o Il reste & vérifier la compatibilité entre R. et les autres opérations.
- Compatibilité entre R. et la loi + du groupe :
Y(a,b) € RQ,V[(x,y), (o', y’)] € (R2)2 a-t-on (a + zb)((x,y) + (x’,y’)) = (a+1b).(x,y) + (a +b).(a',y') ?
En utilisant les lois, on a :
(a+ib).((z, 9)+(&,¢')) = (a+ib)- (42", y+y') = (ale+a)—~bly+y), aly+y)+b(e+a")) = (az + az’ — by — by, ay + ay’ + b + ba')

axiome ) dans (E, +,R.)
donc : (a +1b).((z,y) + (¢/,y')) = (az — by, ay + bx) + (az’ — by, ay’ + ba’) = (a +ib)(z,y) + (a +ib)(z',y)

par commutativité et associativité de +

- Compatibilité entre R. et la loi + du corps :
V(a,b) € R2,Y(a, B) € R%,V(z,y) € R?, a-t-on (a+ib+a+ifB).(z,y) = (a+ib).(z,y) + (a +iB).(x,y) ?
(a+ib+a+if).(z,y) = ((a+ a)z — (b+ By, (a+ )y + (b+ B)x) = (az — by, ay + bx) + (az — By, ay + fz)

axiome ) dans (E, +,R.)

de sorte que : (a +ib+ a+if).(x,y) = (a +ib).(z,y) + (e +i8).(x,y)
- Compatibilité entre R. et la loi X du corps :
V(a,b) € R?,V(a, B) € R%,V(z,y) € R, a-t-on ((a+ ib)(a +iB)).(x,y) = (a+ ib).((a + iB).(2,y)) ?
D'une part :  ((a+1ib)(a+iB)).(z,y) = (ac — bB +i(af + ab).(z,y) = ((ac — bB)z — (aB + ab)y, (ac — bB)y + (aB + ab)z)
soit  ((a+ib)(a+iB)).(x,y) = (adx — bBz — aBy — aby, aay — bBy + afz + abz)
D’autre part : (a4 ib).((w +if).(z,y)) = (a +ib).(az — By, ay + Bz) = (a(az — By) — blay + Bz), a(ay + Bz) + blaz — By))
soit  (a+1ib).((a+1iB).(z,y)) = (acx — afy — bay — bBy, acy + afx + bax —bBy) d’ou le résultat par commutativité de + dans E
-Lien entre C. et l'unité du corps : L’'unité de Cet 1 =147 x 0
aussi V(z,y) € R, 1.(2,9)=(1+ix0).(z,y)=(1x2—-0xy,1xy+0xz)=(x,9)

Conclusion, on a bien obtenu une structure de Cev. Cet espace vectoriel est le complexifié du Rev E.

EXERCICE A-5 Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels pour les lois usuelles ?

Pour ce type d’exercice, il s’agit d’abord de bien identifier "le décor" c’est & dire d’identifier I’espace ambiant.On examine les objets
utilisés qui joueront le role de "vecteurs" et on cherche un espace ambiant associé a ces vecteurs dans nos exemples de références
(cf. cours). Connaissant ’espace ambiant, on peut en déduire la nature des "scalaires", la loi +, la loi externe et le vecteur nul.

Il y a ensuite deux alternatives :

- soit on observe que le vecteur nul n’est pas dans I’ensemble ou qu’une des lois n’est pas stable ce qui conduit & une réponse
négative.

-soit on se lance dans une preuve en montrant que I’ensemble considéré est un sev de cet espace ambiant.



1) E={(z,y) €R*| 22+ 3y =0} Oui

Les vecteurs sont ici des couples (z,y) de réels. L’espace ambiant de référence associé est donc R? qui est un Rev.
On connait les lois sur cet espace vectoriel :
V(z,y) e RZV(2',y) e RZVAER, (2,y)+ (2/,¢) = (z+2",y+y) et A(z,y)= (Az,\y) et le vecteur nul est (0,0)

Montrons que E est un sev du R ev R? : - E C R? par définition de E et E # () puisque (0,0) € E
- stabilité pour + : V(z,y) € E,V(«',y’) € E, a-t-on (z,y) + (2',y') € E?
Onsait: (z,y) e E<2r+3y=0 et (¢/,y)eE&22+3y’ =0 etaussi (z,y)+ (@,¢y)=(x+2,y+y)
N~

1 =y
Veérifions que (r1,y1) € B : 221 +3y1 =2(x+2') +3(y+vy') = 2+ 3y) + (22/ +3y') =04+ 0=0 d’ou le résultat.
- stabilité pour R. : VA € R,V(z,y) € E, a-t-on A.(z,y) € E?
Onsait: (z,y) e E<2x+3y=0 et A(z,y)=(Ar, \y)
N~

Z1

Y1
Vérifions que (x1,y1) € E : 221 + 3y1 = 2(Az) +3(\y) = X224+ 3y) =Ax0=0 d’ou le résultat.
2) E={(z,y) eR?* |2 +y=1} Non

L’espace ambiant est le méme que dans 1)

On remarque que (0,0) ¢ E car 04+ 0 = 0,eql donc E ne pas étre un espace vectoriel pour la loi + usuelle.

3) E={(z,y) €R? |2y > 0} Non

L’espace ambiant est le méme que dans 1)

On remarque que F n’est pas stable pour + puisque : (2,1) € F et (—1,—3) € E mais (2,1) +(-1,-3)=(1,-2) ¢ E
4) E= {<un)n€N e RN | Uy = Uy = 0} Oui

Les vecteurs sont ici des suites réelles © = (u, )nen. L'espace ambiant de référence associé est donc RY qui est un Rev.
On connait les lois sur cet espace vectoriel :
Vu = (up)nen € RN, V0 = (0,)nen ERV VA ER, u+v = (Un + Vn)nen €t Au= (Miy)nen et le vecteur nul est (0),ey

Montrons que E est un sev de RY :

- E C RY par définition et E # () puisque (0),en € E car tous les termes de cette suite étant nul, les termes d’indice 0 et 1 aussi.
- stabilité pour + : Yu = (up)neny € E,Vv = (Up)neny € E, a-t-on u+v € E7?

Ona: ueFEFSuyy=u1=0 et veEESvyp=v1=0 etaussi w=u+v= Uy ~+ Vn)nen SOt Wy, = Uy, + vy

Vérifions que w=u+v € E :wyg=(u+v)g=ug+vp=0+0=0et w; =(u4+v); =u;+v1=04+0=0 doncw=u+veFE
- stabilité pour R. : Vu = (up)neny € E,YAER at-on Au € E?Ona: veEFESuy=u1 =0 et w= = (Aup)nen
Soit w, = A\uy, aussi wg = Aug = AXx0=0etw; = u; =Ax0=0doncw = ueF

5) E={[f:R—R]| f(0)=0}: Oui

Les vecteurs sont ici des fonctions de R dans R [f : R — R]. L’espace ambiant de référence associé est donc RE qui est un Rev.
On connait les lois sur cet espace vectoriel :
R — R R — R

RE RE R = =
VfeR®,VgeR* VAR, f+g PR f(t)+g(t)}et Af {t N
Montrons que E est un sev de R¥ : - Par définition, £ C R® et E # () puisque Ogz € F car Og=(0) = 0
- stabilité pour + : Vf € E,Vg € E, a-t-on f+g € E?
Onsait: feEE& f(0)=0 e geE<g(0)=0 aussi(f+9¢)0)=f(0)+g(0)=0+0=0so0it f+g€eFE
- stabilité pour R. : Vf € E.VA € R, a-t-on A\f € E7
Onsait: feFE< f(0)=0 aussi (Af)(0)=AXx f(0)=Ax0=0 soit \f € F

6) E={(z,z) e CxR|Re(z) =z} :

Ope :R — R

et le vecteur nul est
t — 0

Les vecteurs sont ici des couples (z,x) ou z € C et © € R. L’espace ambiant de référence associé est donc C x R qui est un Rev (cf.
cours)

On connait les lois sur cet espace vectoriel :  Oui

V(z,z) e CxRV(Z,2') e CxRVAER, (z,2)+ (Z,2')=(z+72,2+2') et X(z,2) = (Az, \x) et le vecteur nul est (0,0)

Montrons que E est un sev de C x R : - Par définition, £ C C x RR et E # () puisque (0,0) € E car 0 = Re(0)
- stabilité pour + : V(z,z) € E,V(Z',2') € E, a-t-on (z,z) + (¢/,2') € E?

Ona: (zyz)eEsRe(z)=z et (Z,2)eEsRe(Z)=2" or(z,2)+ (' +2)=(+72,z+2)

Et: Re(z+2") =Re(z) + Ne(Z') =x+ 2’ donc (z,2)+ (Z +2')=(z+72,2+2')€FE

- stabilité pour R. : V(z,x) € E,VA € R, a-t-on A\.(z,y) € E?

Ona: (zyz)e EoRe(z)=2 et A(z,2)= (N2, \x)

Et: Re(Az) = ARe(z) puisque A € R aussi Re(Az) = Az donc A.(z,2) = (\z,\z) € E




