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PTSI : Correction des TD du chapitre 11

Séance du 29/09/2011

EXERCICE E-1 Recollement de solution

1) Résolution de (E): (1—z)y —y==x

1
e On résout I’équation sur I =]1;+o00][ ou I =] —oo;1[ et alors : (E) &y — °

1—xy:

1—=x

1
- On résout d’abord I’équation homogene : (H) ¢y — —— 3y =0

1-2z
La fonction [a T =g } est continue sur I et une primitive de a est [A : z +— In|1 — z|]
-z
A
L’ensemble des solutions de (H) est donc : Sy = {[x — Ae~ =2l ) A€ ]R} = x T |] ‘ S R}
-z
C
= T } C e R}
1—2z

car 1 — z garde un signe constant sur [
- lere méthode : Solution analogue au second membre
On cherche une solution particuliere yo de (E) sous la forme yo(z) = azx + b avec (a,b) € R?
yo est alors clairement une fonction dérivable sur R (donc sur I) et :
yo est une solution de (E) sur I < Verel, (l-z)a—ar—b==x
—2a =1 1

< Vaxel, —2ax+ a—0b=0 donc il suffit d’avoir Sa=b=—=
a—b=0 2

1
Une solution particuliere de (E) est donc |yp : x +— —i(x + 1)]

-2eme méthode Variations de la constante
[A: I — R] est dérivable sur I

On cherche une solution particuliere yo de (E) sous la forme yo(z) = A\(x) X h(z) ou { [h . ﬁ} est solution de ()

yo est une solution de (E) sur I & Vxel, N(z)h(x)+ Az)x W (z)— : X M) x h(z) = % =x X h(x)
—x

— X

=0 car h est solution de (H)

2\ /
& Veel, )\’(.’L') == (2) car h(x) # 0 sur
1 z?
Une solution particuliere yo de (F) est donc donnée par : Vz € I, yo(z) = 3 X T
—x
L’ensemble solution de (F) sur I est donc
I — R I — R
S = 1 C CeR )= 1 x? A AeR
r = —=(z+1)+ = -
R g v 2 T 2 1 2
1 c 1 _zz*-1 c 1_ a2 D R |
Il y a bien égalité entre les deur ensembles car : —i(m—i—l)—i— T—2-3 X 1= + T—2-3 X T +ﬂ ou A-C—i
e On étudie le recollement des solutions en 1 pour trouver les solutions sur R
Analyse : Si f est une solution sur R,
- c’est aussi une solution sur |1;4+o00| et sur | — oo, 1| aussi :
1 C 1 C
¢ e R,Vz < 1, f(x):—x; —l—l : et dCy e R,V > 1, f(w):—x;— —|—1 2
—x -z
- f doit étre continue en 1 c’est a dire que lim f(z) = lim f(x) = f(1)
z—1— r—1t
. +oo siC1 #0 . +oo siCy #0
: 1 = 1 =
Or: lim f(z) { 1 osici—o ¢ [m f@) { 1 siCy=0
aussi nécessairement C7; = 0 pour assurer la continuité a gauche et Cy = 0 pour assurer la continuité a droite
1
Finalement, s’il y a une solution sur R, la seule fonction possible est [ fix— _m—;— ]

Synthese : On vérifie que cette fonction f est bien dérivable sur R et qu’elle vérifie I’équation.
C’est donc l'unique solution de (F) sur R

r+1
2

Finalement, 1’équation (F) a une unique solution sur R qui est f: x +— —
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2) Résolution de (E): 2°In|zly — 2’y = 22 1n? |z

1 ~ 2In|z|
x1n|z| LA

e On résout I'équation (E) sur I =] — oo, —1[, I =] — 1,0[, I =]0,1[ ou I =]1;4+oc[ou: (E) <y —

/_
xln |z|

-On résout d’abord 1’équation homogene : (H) y y=0

l /
La fonction |a: z +— — est continue sur I et une primitive de a est [A : z — —In|ln |z||] car a(z) = _(Inja])
x1n x| In |z|
, . I — R I — R
L’ensemble solution de (H) est donc S = {[ v s AeMnlinfal ] ’ e R} = {[ r o Cllal } Ce R}

car In|z| garde un signe constant sur I

-On cherche une solution particuliere yog de (E) a l’aide de la méthode de variation de la constante
[C : I — R] est dérivable sur
[h: z — In|z|] est une solution de (H)

x C(z) x h(z) =

en cherchant la solution sous la forme yo(z) = C(z) x h(x) ou {

x1n |z
=0 car h solution de (H)
21 2 2
& Vzel, C'(z)xInjz|= 2'"’6' & Vael, C(z)=— = (-)

aussi :  yo est une solution de (F) & Veel, C'(x)xh(x)+Cz)x h(x)—

2 x? x
2
Une solution particuliere yg de (F) est donc donnée par : Vz € I, yo(x) = ——In|z|
x
. . I — R
Finalement, 1’ensemble des solutions sur I de (E) est S = 21n || ‘ CeRy.

e Il s’agit désormais d’étudier le recollement des solutions pour trouver des solutions sur R.

Analyse : Si f est une solution sur R,
- c’est aussi une solution sur | — 1;0[ et sur |0; 1] aussi :

JC_ eR Vo €] = 1,0, f(z) = —211;‘“"”

+ C_1In|z| et ICy e R, Vx €]0,1], f(x)=

21
_2ne] + Cy In x|
x

2
-f doit étre continue en 0. Or: lim f(z) = lim (—— + C'_) In|z| = Foo
T N———"

z—0~ z—0~

aussi le recollement continue en 0 est impossible! L’analyse aboutit & : S C (...et donc en fait S =0

’L’équation (E) n’a donc aucune solution sur ]R‘

e On étudie le recollement en 1 pour trouver des solutions sur ]0; 4-ocol.

Analyse : Si f est une solution sur ]0; +oo| alors :
-c’est une solution sur ]0, 1] et sur |1, 4o00[ donc :

21 21
IC, e R,V €]0,1], f(z) = — ;lw—l—Clln:U et AC, e R,V > 1, f(x)=— ;m—&-C’anx

- f doit étre continue en 1. Mais, clairement : lim f(x) = lim f(z)=0
z—1— z—1t

donc f est continue en 1 avec f(1) = 0 quelquesoient les constantes C et Co
- f doit aussi étre dérivable en 1. Or :
—f1 2 1 |
lim M:lim( X ne ne )

C
z—1— r—1 x—1 T r—1 T r—1
—

=—-2+4+C7 et,de méme, lim M

z—1t r—1

= -2+ (s

——2 1_ 1_
21 — =1 — =1

x—1 z—1 1

il est donc nécessaire que —2+4+C; = -2+ Cy soit C; =Cy etalors f/(1)=-2+C

; J0; oo — R ‘ TP o
L’analyse aboutit ¢ : S C { [ - N 721;”5 L Clng C € R}, la synthése vérifie l'autre inclusion

Syntheése : Les fonctions [w = — +Cln x] ot C' € R sont bien continues et dérivable sur R’ et y vérifie (E)

21
nx—l—C’ln:L‘ ouC eR

Ainsi, I’équation (E) possede des solution sur ]0; +00[ qui sont les fonctions [m > —
x
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3) Résolution du systéme de Cauchy (E):y cosz +2ysine =1 +sin?z et y(0)=0

e On résout I’équation sur les intervalles [, = } —g + k; g + /mr[ pour k € Z ou cosx # 0.

1 +sin’z
Sur un tel intervalle I, (E) < 3 +2tanzy= Lsmiw
cos T
e On résout d’abord sur I I’équation homogene (H):y + 2tanz y = 0.
La fonction [a : = +— 2tan x] est continue sur I; donc elle admet des primitives sur Ij.
sin x cos’(x
Une primitive sur I de a ou a(x) =2 =-2 (z)
cos T cos T
Aussi, les solutions sur Ij de I’équation homogene sont les fonctions [z +— Ce ou C € R soit finalement :

les solutions sur Ij, de I’équation homogene (H) sont les fonctions [z — C cos?z] ott C € R

est A ott A(z) = —21In|cosz| = —In(cos? )

In(cos? a:)]

e Il s’agit de trouver une solution particuliere de I’équation (FE) sur Ik.
On recherche la solution particuliere yy sous la forme yo(z) = Acosx + Bsinz alors  yo'(x) = —Asinz 4+ Bceosx
Yo est solution de (F) & Vo € Iy, —Asinzcosz+ Bcos’z +2Asinzcosz + 2Bsin*z =1 +sin’x
& Vo €I, 2Asinzcosz+ B+ Bsinz=1+sin’z
En identifiant, il suffit de prendre A =0 et B =1 aussi [y : ¢ — sinx] est une solution particuliere de (F) sur I.
On pouvait aussi remarquer que sin était une solution évidente dés le départ...
e Finalement,

Les solutions de I’équation (E) sur I, = } —g + km; g + kn[ ot k € Z sont les fonctions [z + C cos? x + sinz] ot C € R

e Recollement des solutions

On remarque qu’il s’agit d’étudier le recollement des solutions en z = g + k7 pour k € Z quelconque
c’est a dire entre l'intervalle I, = } —g + km; g + lm[ et lintervalle I, = —g + (k+ 1), g +(k+ )7
|
=5 +kn
Analyse : Si f est une solution de (E) sur R, alors

- c’est aussi une solution sur chacun des intervalles Iy, aussi
VkeZ, ICLeR, Vxel, f(xr)=Crcos’®x+sina

sinz 4+ Cpcos’x  six e I} cosx — 2Cpcosxsinx six € I
Onaalors: f(z) = donc f(z) =
sing + Cpypcos?w six € Iy cosx — 20 cosxsine  six € [y
oo . T
- f doit étre continueen x = — 4+ kmw or

2
lim  f(z)=(-1)*= lim f(x) puisque cos (% +km) =0 et sin (% +kmr)=(-1)F

sc—)%—l—lmr_ x—>g+k7r+

donc f est continue en x = g +kret: VkeZ, f (g + lm) = (=1)F

- f doit étre dérivable z = g +km or lim f(z)=0= lim f'(x)

r— g5tk ac—)%—&—kﬂr+
s
donc, d’aprés le théoréeme de prolongement d’une dérivée, f est dérivable en x = 5 +kmet: VkeZ, f (g + /<:7T) =0

Ainsi, il n’y a pas de conditions & imposer pour assurer le recollement des solutions!

Si f est une solution sur R, alors : Vk € Z,3Cy € R,Vz € —g + k; g +kr|, f(x)=sinz+ Cy cos® x

e Condition initiale
On impose la contition initiale f(0) = 0 autrement dit f(0) = Cy = 0.
Par contre, il n’y a pas d’autre condition sur les constantes C} lorsque k € Z*. Finalement :

Les solutions de I’équation (E) sur R avec la condition y(0) = 0 sont les fonctions f telles que :

Vme[—g;g], f(z) =sinz et VkEZ*,EICkGR,VxE[—g—i—kw;g—i—kﬂ], f(z) =sinz + Cycos’ z

Cet exercice illustre le fait qu’il n’y a pas unicité de la solution sur I
a(t)y’ + B(t)y = (1)

lorsque o s’annule sur I
y(0) = yo 1

au probléme de Cauchy {



