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Correction des TD du chapitre VIII

1
EXERCICE E-1 Pour n entier naturel quelconque, on définit I,, = / (In(1+z))"dz
0

1) a) e [x — In(1 + z)] est continue sur [0;1] & valeurs dans [0;1In2] et, lorsque n € N, [z — z"] est continue
sur R donc, par composition, [w — (In(1+ :U))n} est continue sur [0; 1] ce qui assure I’existence de

Iintégrale I,, pour toutes valeurs de n dans N.

2
e D’autre part, [w — 1—!—] est une fraction rationnelle qui est continue sur [0; 1] puisque —1 ¢ [0; 1]
T

n (In(1+ x))n] est aussi continue sur [0; 1] ce qui assure 'existence
x

donc la fonction [3: —

1
de l'intégrale J, —/

i 1+x(ln(l+x)) de.

1
e Si on définit [u @~ In(1+ )] alors u est de classe C! sur [0;1] et : Va € [0;1], v/(z) = T2
x
1
LS| " In(1 4 )" In2)m+!
Sin e N, alors : Jn—2/ X (In(142))" dz =2 M :2%
o Il+x - n+1 n+1
el _ n
=’ (z) =(u(x))
(In2)"+!

1
2
Finalement, on a prouvé que : |Vn € N, / 7(1n(1 + x))"dw =9
0

14+ n+1

b) On fixe n dans N. On va prouver : 0 < [, < J,
e La premiere inégalité s’obtient facilement par positivité de l'intégrale : Vz € [0, 1], (1n(1 + x))n >0 et 0<1

1
donc I, = / (In(1+z))"dz >0
0

e Pour l'autre inégalité, deux approches sont possibles :

On montre : J, —I,, > 0 en effet : On utilise la croissance de l'intégrale
1
2 n
Jp— I, = /4( —1)(ln(1—|—x)) du 2 2
O 4 0,1 > - =
0111+x na: Vrel01], 72 2141
— / - ( In(1 + x))” dx (Pour minorer, on augmente le dénominateur)
142
0
Aussi: Vo e [0;1], (In(l+2))" < 1+iﬂg(ln(l +z))"
1
Or: Vzel0,1], #(ln(l +z))" >0 et 0 <1 donc, par croissance de 'intégrale
x
1 1
et 0 <1 donc, par positivité de I'intégrale : J, —I, >0 |ona: 0< / (In(1+z))"dz < / T (In(1+z))"dz
0 0 x
In?2 n+1 In?2 n+1
Ainsi: 0<1,< 2& d’apres la question précédente Ainsi: |VneN, 0<1, < 2%
n+1 n+1
I In2 2In2
c) Mais alors: VneN, 0< <9 I et lim I =0
(In2)" n+1 n—+toon + 1
1
donc, d’apres le théoreme des gendarmes, on a :  lim ——— =0 autrement dit I, = 0((111 2)”)

n—+oo (In2)n

‘ (In)nen est bien négligeable devant une suite géométrique de raison In 2‘

1
2)a)Vne N, I,= / 1 x (ln(l + x))ndx Réalisons une intégration par parties :
0

n n— ].
Si u(z) = (In(l+2))" alors u est de classe C! sur [0;1] et u/(z) =n x (In(1+z)) 'x T
x
Si v(x)=z+1 alors v est de classe C! sur [0;1] et /(z) =1
1
aussi: VneN*, I,=[(z+1)(In(z+1)"]" - / n x (In(1 +x))n_l X 107 (1+ x)dx
0

soit : |V €N', [, =2(n2)" —nl, |
2) b) On sait que I, = o((In2)") donc : Vn e N*, nl, 1 =2(In2)" — I, =2(In2)" + o((In2)") ~ 2(In2)"
2(In 2)" 1 2(In 2)"+1
n

donc  (n+ 1)L, ~2(In2)"*!  (car n+ 1 — +oo si n — +00) soit I, ~ soit enfin | I, ~
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et —1

1) [x = 7] est de classe C! sur R et [z — e® — 1] est aussi de classe C! sur R et elle ne s’annule pas sur R*

er —1—xe”
e —1)2

EXERCICE E-2 Pour tout z réel non nul, on pose f(x) =

aussi, par quotient, la fonction f est de classe C! sur | — oo, 0[ et sur |0, +ool et : Vz € R*, f'(z) =

Il reste donc & justifier le caractere C! de f en 0.
— > Montrons, tout d’abord, que f est continue et dérivable en O :
e On peut utiliser une méthode classique en procédant étape par étape :

-On calcule d’abord la limite en 0 de f(z) : f(x) = ~op— ~p 1l donc lirr(l) f(x)=1 aussi
X T—

e —1
on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) =1
z)— f(0 g1l -1
-Ensuite, on calcule la limite du taux d’accroissement : f(x) = £(0) = &=L =
x x x(e® — 1)
On obtient un équivalent du numérateur a 'aide d'un DL2(0) de €” :

2

x z? z? x2 . f(z) — f(0) r—e’ -1 -5 1
T —e —1:35—(1+x+7+0(m2)>—1:—7+0(a:2)~0—7 soit . :x(ef’f—l) NOxXQxNO_§
oo fl@)—f0) 1 . _ o iy L
Aussi hr% =y f, prolongée sur R par f(0) = 1, est donc dérivable en 0 avec f'(0) = —3
T— X

¢(Plus rapide!) On peut aussi calculer directement un DL;1(0) de f en partant des DL usuels :

T T 1 T
x) = = = =1—-—-+4o(z

Remarque : En partant d’'un DL;(0) de e® — 1, on obtiendra seulement un DL (0) & cause de la simplification @ =o0(1)

(Cette méthode est a la limite du programme car e” — 1 — 0 mais I'obtention de DI n’est pas si compliqué...)
T—

Puisque f admet un DL; en 0, on sait,d’apres le cours (résultat sur DL et continuité et résultat sur DL et dérivabilité)

que f est prolongeable par continuité en 0 et que ce prolongement est dérivable en 0 avec f(0) =1 et f/(0) = —%

1
— >Dans les deux cas, il reste & prouver le caractere C! autrement dit la continuité de f’ en 0 soit : lir% f(z) = —3
T—r
e’ —1—ze”
On doit donc déterminer la limite lin% W On connait un équivalent du dénominateur : (e® — 1)2 ~¢ 22
T— er —
donc il reste a trouver un équivalent du numérateur qu’on va obtenir avec des développements limités.
On calcule un DL(0) du numérateur au moins & 1’ordre 2 (car il faut compenser le dénominateur qui est d’ordre 2...)

2
x
ez—l—me“‘:(a:—l—%—i—o(ﬁ))—x(l—l—x—f—o(m):x—i—%—x—xz—i—o(ﬁ):—%—i—o(ﬁ) donc ex—l—xexw()—?
Finalement : f'(z) = &+ —%¢" i L oit Tim f/(2) = —= et d justifi¢ que f est conti 0
1nalement : xTr) = ~ ~p —= SO0l 11m Tr)=—=2¢€ onc on a justine que est continue en
(e —1)2 0722 70 2 2—0 2 ) d

Remarque : On peut aussi, aprés avoir prolongé par continuité, utiliser directement le théoréeme de prolongement d’une dérivée.
En calculant de suite la limite de f’(z) en 0, on obtient alors l'existence de f'(0) et la continuité de f' en 0 d’un seul coup...
Mais on prend le risque de perdre du temps (en effet f’(x) peut ne pas avoir de limite en 0 et f’(0) exister quand méme...)

Ici, vu la formulation de I’énoncé, on était sir que f'(z) aurait une limite. L’utilisation du théoréme était donc judicieuse...

La fonction f est donc de classe C! sur |0, +00[ et sur | — oo, 0] et elle est prolongeable par continuité en 0
avec un prolongement qui est dérivable en 0 et & dérivée continue en 0 donc un prolongement C' en 0 aussi :

le prolongement par continuité de f en 0 est une fonction de classe C' sur R

’ T _1_ T
2) Etudions les variations de f : Vz #0, f'(z)= % aussi f'(z) a le signe de € — 1 — ze”
e —

Pour déterminer le signe de  ¢(z) =e* —1 —xe® sur R, on étudie les variations de |¢ : z — e¥ — 1 — ze”

¢ est clairement dérivable sur R et Vo € R, ¢/(z) = e* —e® — ze® = —ze® qui a le signe de —z sur R
Aussi, ¢ est strictement croissante sur | — oo, 0] puis strictement décroissante sur |0, +00]

donc ¢ atteint un maximum strict en 0 qui vaut ¢(0) = 0.

Alors: Vz e R*, ¢(x) <0 et parsuite VxeR* f/(z)<0 donc f est strictement décroissante sur R.

T
De plus :  f(x) ~—0o — 400 care® —1—— —1 et f(z) ~joo — ——> 0 car clairement 1= o(e®)
——00 Tr—r— 00

—1 = er z—+oo
On a donc prouvé que f est continue et strictement décroissante sur R & valeurs dans ]0, 4+o00[ donc

‘f réalise une bijection de R dans ]0, —I—oo[‘ autrement dit : Yy €]0,+oo[, 3z € R, y = f(x)
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1
Aussi, pour tout entier n € N*, 1 + - €]0, +oo[ donc il possede un unique antécédant u, = f~! <1 + %)

On a donc justifié que, | pour tout entier n € N*, il existe un unique réel u,, tel que f(u,) =1+ %

3) Cherchons d’abord la limite de u,, : u, = ft (1 + %)

1
or 1+— ———1 et f~!estcontinueenl donc wu,=f""! (1 + l) —— Y1) =0 soit| lim u,=0
n n—+oo ") n—+oco n—+00

En effet, d’apres le théoréme des bijections reciproques, f~! est continue (et strictement décroissante) sur |0, +oo[ et f(0) =1« f71(0) =1
Un DLy (0) de f est : f(x) =1- % + 0(1‘) qu’on obtient soit par calcul soit en utilisant Taylor-Young & Pordre 1 puisque f est C*

1 1 2 2
or flup)=1+—=14+-—=1- % +o(up) & —— = uy, + o(u,) donc|u, ~ —— | (Caractérisation f ~ g < f = g+ o(g))
n n n n
car 172—)0
T
EXERCICE R-6 Vzx € } 5 5[, f(z) =2tanz —
1) On va utiliser le théoreme des bijections réciproques. La fonctions f est définie,continue et dérivable sur I = ]—%, %[

(par les théoremes usuels) et : Vo € I, f'(z) =2(1 +tan’?x) —1 =1+ 2tan?x > 0 aussi f est strictement croissante sur I
De plus :  f(z) =4z 2tanx — x ~ir tanx puisque z = oyz(tanz) donc lim f(z) =+oo et lim_f(z) =o0
z—=Z z—=-3

La fonction f est continue et strictement croissante sur [ : elle réalise une bijection de I vers R
On peut donc définir une fonction réciproque f~! sur R qui est continue sur R et strictement croissante sur R
et la réciproque est méme dérivable sur R puisque f’(x) # 0 pour tout z de I.

Il reste & prouver que f~! est impaire c’est & dire que : Yy € R, f~1(—y) = —f"1(y) & f(f_l(—y)> = f( — f_l(y))
Or: f( — f_l(y)> = —f(f_l(y)> = —y (par imparité de f) et : —y = f(f_l(—y)) puisque f et f~' sont réciproques

On a donc bien démontrer I'imparité de la réciproque f~! de f

2) On sait que f~! est de classe C® donc elle possede un DLg(0). Puisque f~! est impaire,
on peut le chercher sous la forme :  f~1(y) =¢ a1y + azy® + asy® + o(y%) ol (a1, as3,as) € R? sont a déterminer
L’idée est alors de déterminer de 2 fagons un DLg(0) de [x — x| puis d’identifier ces DL & cause de 1'unicité des DL
- On a, bien évidemment : z = x + o(2%) d'une part.
- Comme f(x) — 0, on peut obtenir un DLg(0) de z = f~! (f(x)) a partir du DLg(0) précédent de f~!
r—r

32 ) 2 5 4
et d'un DLg(0) de f: f(z)= 2(9@ T 0(x6)> —rx=x+ 23+ —2° 4 o(zP)
3 15 3., 15 5
2 4 2 4 2 4
z=f"1 (f(m)) = o (:U + gx?’ + 15:c5> + a3 (x + §$3 + 15&05) + as (93 + ga:?’ + 15x5> + o(2%)
2 4
=0 1T+ §a1x3 + 1—a1:n5 + a3 (m?’ + 2m5) + as (1:5) + o(z®)
2 3 4 6
=0 1T+ 30 +as | x° + e + 2a3 + a5 | + o(z”)

2 4
En identifiant ces deux DL : 2 =z + o(2%) = ayz + (3a1 + a3> 3+ (15a1 + 2a3 + a5> + o(2%)

aj =1 a] = 1
. 2 o s o 2
on trouve que (a1, as, as) est solution de a1 +ag =0 soit ¢ a3=—3
4 _ —_4 ,4_16
1501 +2a3 4as =0 as = —15 + 3 5

2
Finalement, le DLg(0) de la fonction f~'est f'(z)=xz— -2+ —6:105 + o(z%)




