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PTSI : Correction des TD du chapitre IV

Séance du 20/10/2011

EXERCICE E-2 Changement de fonction inconnue

Soit I'équation différentielle (F): zy”" +2(x+ 1)y +(x+2)y=0
1) Si [y : I — R] est une fonction deux fois dérivables sur I et si on définit z sur [ par: Ve €I, z(z)=zy(z)
alors z est aussi deux fois dérivables sur I et : Vo € I, 2/'(z) = y(x) + 2¢/(2) et 2"(x) = 2y (z) + zy"(x)
y est solution de (E) sur & Vo eI, 2y (z) + 2(x + 1)y (z) + (z + 2)y(x) =0

& Vo e l, (zy"(z) +2¢ (2) ) +2( 2y () + 2y(2) ) + zy(z) =0

=z""(x) =z/(z) =z(x)
& Vo e, 2"(x) + 22 (x) + 2(x) =0
& z est solution sur I de 'équation (E'): 2" +22/+2=0

2) On veut résoudre (E) sur I =|0;+o00] (resp. I =] — 00;0]). D’apres 1) et comme z # 0 sur I,

z(x)

les solutions de (F) sur I sont les fonctions [y DX ] ol z est une solution de (E’)
x

L’équation caractéristique de (E') est 72 +2r +1 =0« (r +1)? = 0 donc il y a une racine double 79 = —1
aussi les solutions sur I de (E’) sont donc les fonctions [z : z — (Az + B)e™*] ou (4, B) € R?

y est solution de (E) sur & [z: 2+ xy(x)] est solution de (E') sur I
& 3(A,B) €eR?, Vxel, z(x)=axy(r)=(Az+ B)e™®

B
= 3(A,B) e R? Vzel, y(m):(A+x

)e_x (carx #0sizel)

RA+ B)ee ] ’ (4.B) GRQ}

3) ® Si f est une solution de (E) sur R, alors c¢’est une solution sur |0; +oo[ et sur | — oo; 0] aussi :

-1l existe des réels a et 3 tels que : Vo <0, f(z)= (a + B) e ™
x

1
Si I est ]0; 4+o00[ ou | — 00, 0[, 'ensemble des solutions sur I de (E) est Sy = { [ .

USN

B
-il existe des réels A et B tels que : Vx>0, f(z)= (A + ) e
x

e Comme f est une solution sur R, f doit étre continue en 0.

lim f(z) = { g(Bloc SSBAO o ) = { —sg(B)oc sif#0

z—0t A siB=0 z—0— « sif=0

aussi, pour que f soit continue en 0, il est nécessaire que B=5=0 et A=a= f(0)
De sorte que finalement, on a: Vx € R, f(x)= Ae™".

e Réciproquement, les fonctions [z — Ae *] ou A € R sont bien deux fois dérivables sur R
et on vérifie qu’elles sont solutions de (E) sur R.

En conclusion, |I’ensemble des solutions de (E) sur R est Sg = { [ IE : ﬁe‘w ] ‘ Ae R}
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EXERCICE E-3 Changement de variable Soit I'’équation différentielle (FE): 2%y” —xy' +y =0,

1) Si y est une fonction deux fois dérivables sur |0; +oc[ et , si z est la fonction définie sur R par : V¢ € R, z(t) = y(e')
alors z est deux fois dérivables sur R puisque c’est la composée de t +— €' qui est C°° sur R & valeurs dans ]0; +oo] suivie de y.

De plus, pour tout t réel, on a : 2/ (t) = ety/(et) et Z'(t) = ety (e!) + ey (e)

Vo >0, z%y"(x)—zy'(x)+ylx)=0
VteR, (e)*y(e )—61/( ) +yle) =0
en posant x = e’ puisque [t — e'] est une bijection de R dans ]0; +oo]

o thR, 2t /I( )+ey( ) ety/(et)_ety/(et)+y(et) =0
~—~—

—27 (1) ——22/(1) =)
VieR, 2"(t)—22(t)+2(t)=0
z est solution sur Rde (E'): 2'—22+2=0

y est solution de (F) sur |0; 400 &=
-

=
=

2) On résout (E') sur R : I'’équation caractéristique de (E') est 72 —2r +1=0< (r — 1)2 = 0 donc il y a une
racine double ry = 1. Les solutions de (E’) sur R sont donc les fonctions [t + (At + B)e!| ou (A, B) € R?

y est solution de (E) sur ]0; +oo[ &= [z it y(et)] est solution sur Rde (E'): 2" —2242=0
& J(A,B) € R?, VteR, z(t)=y(e) = (At + B)e!
& (A, B) €R%, Vx>0, y(z)=(Alnz+ B)e™® = Azlnz + Bz

en posant ¢t = Inz puisque In est une bijection de ]0; +oo[ dans R

Les solutions sur R* de (E) sont les fonctions f4 p définies sur R¥ par fa p(z) = Azlnz + Bz avec (A, B) € R?

3) Pour résoudre sur | — oo, 0, on va utiliser le changement de variables 2 = —e! puisque la fonction [t — —¢!]
est une bijection de R dans | — 00;0[. Si on pose z(t) = y(—e!), alors on vérifie que :
y est solution de (E) sur | — oo; 0] z est solution de (E'): 2" —22'+2=0
J(A,B) € R?, VteR, z(t)=y(—e')= (At + B)e
A, B)eR?, V<0, y(z)=(Aln(-z)+ B)en(=2)
(—A)zln|z] + (~B)a

en posant t = In(—z) = In|z| car  — In(—z) est une bijection de | — co; 0] dans R

Tt

Les solutions sur R* de (E) sont les fonctions g, 5 définies sur R* par g, g(z) = azln|z| + Bz avec (a, B) € R?
(On a ’égalité ensembliste {(—A,—B) | (4, B) € R’} = {(a, B) | (o, B) € R?} d’ont le passage de —A, —B & «, )

4) @ Si f est une solution sur R de (E) alors

c’est une solution sur |0; +o00] et sur | — oo; 0] aussi :
-il existe des réels a et (3 tels que : Vo <0, f(z)=axln|z|+ fz
-il existe des réels A et B tels que : Vo >0, f(z)=Azlnz+ Bx = Azln|z|+ Bz

f doit aussi étre continue en 0. Or :  lim f(z) =0= lim f(x) car limxlnfz|=0
z—0t z—0~ z—0
donc f est bien continue en 0 et f(0) =0

y . , . ) . flz)—fO) . ~f —sg(A)oo st A#0

f doit également étre dérivable en 0. Or : Ili)rg+ 0 - wli>r0n+ (Aln|z|+ B) = B G A0
- fl@) = f0) | —sgla)oo sia#0
o Jim T me = i i) = G G0T

aussi, pour que f soit dérivable en 0, il est nécessaire que. «=A=0 et B=p etalors f'(0)=B
Finalement, pour tout z réel, f(z) = Bz ou B est une constante réelle.

e On vérifie que [z — Bx] ou B € R est deux fois dérivables sur R et que c’est une solution de (F).

’Les solutions sur R de (E) sont les fonctions linéaires [x — Bz| ou B € ]R‘
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EXERCICE E-1 Une équation différentielle avec parameétre

a est un parameétre réel et on considére Péquation différentielle (E,): 3" — (14 a)y + ay = ¢*’*
On cherche a déterminer ’ensemble S, des solutions réelles de (E,) sur R

e On résout d’abord I’équation homogene associée a (E,) quiest " —(1+a)y' +ay=0 (H,)
L’équation caractéristique de (H,) est 72 — (1 +a)r+a =0 de discriminant A = (1+a)? —4a = (1 —a)?
Il y a donc deux cas possibles :

. . . . 1+a
-sia =1 alors I’équation caractéristique a une racine double 7y = =

=1 (icia=1..)
711 (A, B) € R?}

Trol o

et I'ensemble des solutions homogenes est Sy g = {[z — (Az + B

1 1-— 1 —(1-
-sia #1 alors il a deux racines distinctes 74 = (It+a)+(1=a) =1 et r_= (1+a)—(1=a) =a

2
et I'ensemble des solutions homogenes est S, g = {[z — Ae® + Be®] | (A, B) € R?}

e On cherche désormais une solution particuliere de (E,).
Le second membre de (E,) est du type ” P(z)e™*” ou P est une fonction polynémiale (ici P(z) = 1) et m = a®
On sait qu’on cherche une solution particuliere du type [y :  — Q(x)e™] olt ) est une fonction polynémiale de degré deg(P),
deg(P) + 1 ou deg(P) + 2 selon que m ne soit pas racine, soit racine simple ou racine double de I’équation caractéristique.
Mais : m = a? est racine de I’équation caractéristique < a> =a ou a’>=1<a=0 ou a=1 ou a=-1
Il y a donc quatre cas possibles: a =1, a=0, a=-1 e acR-{-1,0,1}

sia=1 alors m = a® = 1 est une racine double et donc on cherche la solution particuliere y sous la forme
VzeR, y(z)=(ax®+ Bz+7)e" avec (o, 8,7) € R?  (Ici, deg(P) = 0) et méme : y(x) = ax?e® (x1)
———
solution homogene
alors Y (r) = (ax?® + 20z + B)e* (x — 2) et y'(z) = (ax? + dax + 2a)e* (x1)
Ici, a =1 donc —(1+a) = —2...)
aussi : y est solution de (Ey) < Vz€R, 2ae®=e" et il suffit que a =3
Autrement dit, une solution particuliere de (Fy) est [z — %ew]

2
et ’ensemble des solutions réelles de (Ep) sur R est |81 = { [$ — (Ax + B)e" + 3:267”} ‘ (A,B) € R2}

sia=0 alors m = a® = 0 est une racine simple et on cherche donc la solution particuliere y sous la forme
Vz eR, y(z)=(ax+B)e’** =ax+ B avec (a,3) € R? (Ici, deg(P) = 0) et méme : y(z) = ax (X0)
alors y(@)=a(x—(14+0)=-1)et y"(x) =0 (x1)

aussi : y est solution de (Ep) & VereR, —a=1 etilsuffit quea=-1
Autrement dit, une solution particuliere de (Ey) est [x — —ze”]

et ’ensemble des solutions réelles de (Ep) sur R est |Sp = { [x — A +DBe" —ze”

car a=0...

‘(A,B) G]RQ}

-sia =—1 alors m = a® = 1 est une racine simple et on cherche donc la solution particuliere y sous la forme
Vz eR, y(z)= (ax+ B)e* avec (a,B) € R? (Ici, deg(P) =0) et méme : y(z) = awe® (x — 1)
alors Y (z) = (ax+ a)e® (x — (1 —=1) =0) et y'(z) = (ax + 20)e” (x1)

aussi : y est solution de (E_1) < Vax €R, 2ae® =€ et il suffit que a = %
Autrement dit, une solution particuliere de (E_1) est [z + —Fe”]

et Pensemble des solutions réelles de (E_1) sur Rest |S_1 = { [z — Ae™® + Be® — ze”] ’ (A,B) € RQ}

-sia € R—{—1,0,1} alors m = a® n’est pas une racine et on cherche donc la solution particuli¢re y sous la forme
Ve e R, y(z)= ed’® (xa) ot @ € R alors 3/ (z) = a2ae®™ (x — (1+a)) et ¥ (z) = a*ae® ™ (x1)
1

aussi : y est solution de (E,) < VzeR, ((14 —a?—a’+ a) ae®’? = ¢’ & o = ala—12(a+ 1)

puisque a* —a® —a®*+a=1da*®—1) —a(a® —1) = a(a® —1)(a — 1)

Autrement dit, une solution particuliere de (E,) est [x +— meazx] et

1
(a+1)(a—1

I’ensemble des solutions réelles de (E,) sur R est |S, = { |:£L’ — Ae® + Be® +
a

)Qeazm} } (A,B) e R2}
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EXERCICE E-4 Soit ’équation différentielle (E): zy”" 4+ 3z +2)y' +3(x+1)y=0

1) Si [y : I — R] est une fonction deux fois dérivables sur I et si on définit z sur [ par : Vr € I, z(x) = zeTy(x)
alors z est aussi deux fois dérivables sur I et :
Veel, 2(x)=(r+1)e"y(x)+ ze®y () et 2'(x) = (x+2)e"y(x) + 2(x + 1)e*y (x) + ze®y" (x)

y est solution de (E) sur [ & Ve el, 2y (x) + Bz +2)y () + 3(x + 1)y(x) =0
Ve el, (xy”(ac) + (3 4+ 2)y'(z) + 3(x + 1)y(x)>em =0 care®#0

3

& Ve el, 2(xz) — ((x + 2)e*y(z) + 2(z + 1)e*y (x)
+<(3x +2)y/(z) + 3(z + 1)y(a:)>el’ =0
s Vrel, )+ ( '(z) + (2% + 1)y(x)>e”” ~0
& Vrel, @)+ 2(@) - ((@+ Dey(@)) + (22 + y(x) )er =0
& Ve el, 2MNx)+ 2 (z) + 2(z) =0
& 2z est solution sur I de 'équation (E'): 2" +2'+2=0
2) On veut résoudre (E) sur I =]0;+oo[ (resp. I =] — 00;0[). D’apres 1) et comme ze®” # 0 sur I,

z(z
les solutions de (FE) sur I sont les fonctions y: x +— (—2 ou z est une solution de (E')
xe

2im

L’équation caractéristique de (E’) est 72 +7 + 1 = 0 de racines complexes j et j2 oll j = €3 (de discriminant A < 0) :

les solutions réelles sur I de (E’) sont donc les fonctions [z cTe2 <A cos (f ) + Bsin (‘ég )) ] o (A, B) € R?

y est solution de (E) sur & [z : x> ze®y(z)] est solution de (E') sur I
& JA,B)eR?, Vaeel, z(z)=zxzey(z)=e 2 (Acos (@x) + Bsin (?m))

3,
& A, B)eR? Vzel, y(x)= < <Acos (?az) + Bsin (?w))
x

(car ze®” #0siz € 1)

I —- R
L’ensemble des solutions sur I de (E) est Sy = { [ N e_jz (A cos <§$) + Bsin (@x))

’(A,B) ERQ}

3) @ Si f est une solution de (F) sur R* et R} qui est continue sur R alors :

_3,
-il existe des réels a et (3 tels que : Vo <0, f(z)= ¢ ; (a cos (?m) + B sin <\g§x>>
3,
-il existe des réels A et B tels que : Vx>0, f(z)= € (A cos (?w) + Bsin (?az))
x

- f doit étre continue en 0 donc lim f(z) = lim f(z) €

5 x—0~ xz—0t
S
Si A # 0 alors z—0F = f(z) —— +oo et, de méme, en 0~ si a # 0
Acos (@x) + Bsin (@m) —— A#0 z—0t
z—07t

la continuité de f en 0 impose donc A = o = 0 (car la limite, si elle existe, doit étre réelle)
Pour lever alors I'indéterminée en 0, on utilise un DL(0) du sinus :

3 3
. e 2" (V3 e 2" V3 V3 .
Siz>0: f(x)= — X Bssin (2x> = —— X B <2x + 2;55@)) ot &(x) — 0
= e 2*xB \ég + ?a(m)) — ?B et de méme en 0~ avec 3
z—

aussi la continuité de f en 0 impose donc B = [ et, finalement,

R —- R

3.
— B&% 2 sin (ﬁx)
x 2

les fonctions continues sur R et solution de (E) sur RY et R* sont les fonctions ou BeR




