CORRECTION D'EXERCICES DU CHAPITRE V

EXERCICE R-4)b) Etude de la fonction f définie par : f(r) = xarctanx

e Domaine de définition, domaine d’étude
— > La fonction f est clairement définie sur R
— > R est un domaine centré en 0 et :
Vz € R, f(—z) = (—x)arctan(—z) = z arctan(z)
par imparité de arctan
la fonction f est donc paire
et il suffit de I’étudier sur [0, +o0]

f(x)

e Régularité Les théorémes usuels assurent la continuité
et la dérivabilité de f sur R donc aussi sur [0, +o00] |

et: Vo >0, f'(z)=arctan(z)+ 522 >0
— €T
2 T
et f’(:z:):O@arctan(m)zlsz_O(:)x:O
Le tableau de variation est : arctan(z) —— % donc f(z) ——— +o0 : il y a une branche infinie a étudier
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La droite d’équation y = Sz — 1 est une asymptote a la courbe en +oo et, par parité,
la droite d’équation y = —Fx — 1 est aussi une asymptote a la courbe en —oo
On a utilisé la relation du cours : Vo € R*, arctanx + arctan L = sg(z)%
f(0) =0 x arctan(0) =0 o . . ' arctarf(t) )
et la limite usuelle liée aux taux d’accroissement de arctan en 0 : thrr(l) ————— =arctan'(0) =1
—
. . . 2z
EXERCICE R-4) B) Simplifier arcsin .2
x
2
e Approche analytique : On introduit la fonction f donnée par f(z) = arcsin ] +z 5
x
- Définition : On sait que arcsin est définie sur [—1,1] donc f(z) existe lorsque e € [-1,1]. Mais sur R :
—_— x
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x < x? —x x e — z < x x x
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de sorte que f(x) existe pour tout x réel : ‘ f est définie sur R‘

—2x
-Parité/Imparité : R est centré en 0 et, par imparité de arcsin, on a : Vz € R, f(—z) = arcsin (1 n 2) =—f(x)
Larie/Impariie =

‘ La fonction f est impaire‘

2z
-Continuité : [g; — H—Q] est continue sur R (car 1+ 22 # 0) & valeurs dans [—1, 1] ot arcsin est continue
x

donc, par composition,

2 2
Dérivabilité : —— =12 =1+22c0=(1-22cr=1 ¢ — =-1(1+2)’=0sz=-1
1+ 22 1+ 22
Les théorémes usuels assurent la dérivabilité de f sur R — {—1,1} et on peut calculer le nombre dérivée f'(z) :
2\ 1 2(1 + 22) — 422 (1+2%)?
VeeR—-{-1,1}, f'(z)= —
. { b f@) (1+z2) % 9z \2 (1+ 22)? (1+2%)? — 422
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2
soit  f'(z) = f d’ou finalement |Vz e R —{-1,1}, f/'(z)=

X X
+z2> 1 - 22)2 14 22 [1— 22|

1722 —O> 2 donc, par le théoréme de prolongement d’une dérivée, f est dérivable en 0 avec f/(0) = 2
X xTr—

—— 1 et f'(x) = —1 donc, par le théoréme de prolongement d’une dérivée,
r—1

f n’est pas derlvable en 1 mais la courbe représentative de f admet au point (1, 7) des demi-tangentes de pentes 1
-Expression simplifié : On remarque que la dérivée se simplifie selon le signe de 1 — 2

2
Sur]—1,1[:1—2% >0 aussi f/(z) = T2 (2arctanz)’  de sorte que Ik € R,Vx €] —1,1[, f(z)=2arctanx + k

2
et on détermine k : k= f(0) = arcsin0 =0 donc|Vr €] —1,1[, f(z)= arcsin . +z
x

(
Etude en 0 : f'(x) =
Ftude en 1 : f'(z) =

= 2arctanx

2




2

Sur 1,400l : 1 — 2% <O aussi f'(z) = Tr2 (—2arctanz)’ soit Jce R,Vre]—1,1[, f(zr)=—2arctanz+c¢
—_— x
2

Déterminons ¢ :  f(z) = arcsin = arcsin(0) =0 et —2arctanz + ¢ —— —2 X T4c donce=r

1 + ;CQ r—+o00 x—+00 2

——

0
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Ainsi : |Vz > 1, f(z) = arcsinl_i_—z2 =7 — 2arctanz | et, par imparité : ‘Vx < -1, f(x)=—-f(-2)=—m+ 2arctanz
x

2t
e Approche algébrique : On remarque que T2 =sinz out=tanj d’oul'idée de changer de variable.

Pour ¢ réel, on définit : x = 2arctant alors tang =t etona: f(t)= arcsin (sin z)

Attention ! arcsin (sin z) =z seulement si x € [-F, 5] or, a priori, = 2arctant €] — 7, 7|

lercas :si x € [—F,F] < arctant € [-5, 5] &t € [~1,1] alors f(t) = 2 = 2arctant
2eme cas : si x €5, [ arctant €]F, Slet > 1 alors comme sinx = sin(r — z) et que 7 — x €]0, 7[, on a
f(t) = arcsin (s1n(7r — z)) =7 —x=m— 2arctant
3eme cas : si x €] —m, —5[& arctant €] — §, %[t < —1  alors, comme sinx = —sin(7 + x) et que 7 + x €]0, 5[, on a

f(t) = arcsin ( — sin(m + ac)) = —arcsin (sin(ﬂ + x)) = —(7m+x) = —7 + 2arctant

1-— 1-—
EXERCICE R-4) ¢) Simplifier arctan ST On introduit 'application f donnée par : f(x) = arctan/ o cosE
1+ cosx 1+ cosx

o f(z) existe lorsque 1+ cosx # 0 et 175252 >

l14cosx

Or: —1<coszx<1l donc 1—cosz>0 et 1+cosx>0 aussisil+cosx#D0, }Jr(fgzz}()

Finalement, f(z) existe lorsque 1+ cosz # 0 soit x £ 7 [27]. f est deﬁme sur R—{(1+2k)w | k € Z}
e On remarque que f est 27 périodique et paire aussi il suffit de déterminer f(z) pour z € [0, 7].

e On détermine f(z) pour x € [0,7[ : Si z € [0,7[ alors £ € [0, [ de sorte qu’on peut définir ¢ = tan £
1—cose 11— o

et on sait alors que cosx = L‘_—g Aussi : = 1“2 =" =1¢? aussi f(z)=arctanVvt2 = arctan ||
1+cosz 1+ 1;_;2 2

Mais : %6[0,%[ = t=tang >0 donc f(x):arctant:arctan(tan%):% car § € [0,%[C]—§,%[

e Ainsi : Vx € [0,n], f(x)= et, par parité : Vz €] —m,0], f(z)=f(-=2)= %x

On connait donc f sur | — m, 7|,

ol s

intervalle d’amplitude 27, aussi, par 27 périodicité, on connait f sur R — {(1 + 2k)7 | k € Z}

Remarque On peut tenter une approche analytique : on justifie la continuité de f sur [0, 7], sa dérivabilité sur ]0, 7|
1
puis que : Vz €]0,x[, f'(z)= 3 dou  f(x) =% +k avec k réel déterminé par continuité en 0 : &k = f(0) = arctan0 = 0

Mais le calcul de dérivée est trés fastidieux! (Avec 4 fonctions composées...)

EXERCICE R-6) b) Résoudre sur R I’équation arctanz + arctan(2z) = (E)

=

On travaille par implication. On a: (EF) = tan (arctanx + arctan(Qx)) =tan_ =1
t t t tan(2 2 3

or tan (arctanx N arctan(Qx)) _ tan(arctanz) + tan(arctan(2z))  x+2z 3z s
1 — tan(arctan z) tan(arctan(2z)) 1—2a x (22) 1 — 222

5w —3+ V17 =317

(E):m—1:3$:1—2x2@23@2—1—3,@—1:0@30:901:? ou X =ux9 = 1
T
Il reste & vérifier si x1 et x sont des solutions de (E). Clairement : x5 <0 donc arctan(zs) + arctan(2zq) # 1
<0 <0
Ainsi, 25 n’est pas solution. Pour x1, on prouve les réciproques non triviales du cas général.
. . 3z T
On sait que : 3z; =1—227 mais 227 —1#0 doncona: : 21 - =1 & tan (arctanxl + arctan(Qzl)) = tan
— 241
. -3+ V17
Prouvons que  arctanz; + arctan(2x1) est dans |—Z, Z[. On sait que : x; = 1 ~ =3 ~ (.25
T
donc 0 < z1 < 2x7 < 1 et, par stricte croissance de arctan sur R, on a : 0 < arctan(z;) < arctan(2z;) < arctan(l) = 1
Aussi arctan(z1) + arctan(2z1) € |0, 5[ | -5, |
™
tan (arctan xr1 + arctan 2301 ) tan Z T
On a donc : arctan(z1) + arctan(2z) € }_% g = arctanx; + arctan(2z,) = 7 tan est bijective sur |—Z, 5[

S |

-3 17
Finalement, ’ensemble des solutions de (F) est | S = {z1} = {%\/_}




