
Corretion d'exeries du hapitre VExerie R-4)b) Étude de la fontion f dé�nie par : f(x) = x arctanx

• Domaine de dé�nition, domaine d'étude
− > La fontion f est lairement dé�nie sur R
− > R est un domaine entré en 0 et :
∀x ∈ R, f(−x) = (−x) arctan(−x) = x arctan(x) = f(x)par imparité de arctanla fontion f est don paireet il su�t de l'étudier sur [0,+∞[

• Régularité Les théorèmes usuels assurent la ontinuitéet la dérivabilité de f sur R don aussi sur [0,+∞[et : ∀x ≥ 0, f ′(x) = arctan(x)
︸ ︷︷ ︸

≥0

+
x

1 + x2

︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 0et f ′(x) = 0 ⇔ arctan(x) = x

1+x2 = 0 ⇔ x = 0Le tableau de variation est :
x 0 +∞

f ′(x) 0 +
+∞

f ր
0

f(0) = 0× arctan(0) = 0

arctan(x) −−−−−→
x→+∞

π

2
don f(x) −−−−−→

x→+∞
+∞ : il y a une branhe in�nie à étudier

∗ f(x)

x
= arctan(x) −−−−−→

x→+∞

π

2

∗ f(x)− π

2
x = x

(

arctan(x) − π

2
︸ ︷︷ ︸

=− arctan 1
x

)

= −arctan 1

x

1

x

−−−−−→
x→+∞

−(arctan)′(0) = −1La droite d'équation y = π

2
x− 1 est une asymptote à la ourbe en +∞ et, par parité,la droite d'équation y = −π

2
x− 1 est aussi une asymptote à la ourbe en −∞On a utilisé la relation du ours : ∀x ∈ R

∗
, arctan x+ arctan 1

x
= sg(x)π

2et la limite usuelle liée aux taux d'aroissement de arctan en 0 : lim
t→0

arctan(t)

t
= arctan′(0) = 1Exerie R-4) b) Simpli�er arcsin 2x

1 + x2

• Approhe analytique : On introduit la fontion f donnée par f(x) = arcsin
2x

1 + x2- Dé�nition : On sait que arcsin est dé�nie sur [−1, 1] don f(x) existe lorsque 2x

1 + x2
∈ [−1, 1]. Mais sur R :

2x

1 + x2
6 1 ⇔ 2x 6 1 + x2 ⇔ 0 6 (1− x)2 ⇔ x ∈ R et 2x

1 + x2
> −1 ⇔ 2x 6 −(1 + x2) ⇔ (1 + x)2 > 0 ⇔ x ∈ Rde sorte que f(x) existe pour tout x réel : f est dé�nie sur R-Parité/Imparité : R est entré en 0 et, par imparité de arcsin, on a : ∀x ∈ R, f(−x) = arcsin

( −2x

1 + x2

)

= −f(x)La fontion f est impaire-Continuité : [x 7→ 2x

1 + x2

] est ontinue sur R (ar 1 + x2 6= 0) à valeurs dans [−1, 1] où arcsin est ontinuedon, par omposition, f est ontinue sur R-Dérivabilité : 2x

1 + x2
= 1 ⇔ 2x = 1 + x2 ⇔ 0 = (1 − x)2 ⇔ x = 1 et 2x

1 + x2
= −1 ⇔ (1 + x)2 = 0 ⇔ x = −1Les théorèmes usuels assurent la dérivabilité de f sur R− {−1, 1} et on peut aluler le nombre dérivée f ′(x) :

∀x ∈ R− {−1, 1}, f ′(x) =

(
2x

1 + x2

)′

× 1
√

1−
(

2x

1 + x2

)2
=

2(1 + x2)− 4x2

(1 + x2)2

√

(1 + x2)2

(1 + x2)2 − 4x2soit f ′(x) =
2(1− x2)

(1 + x2)2
× 1 + x2

√

(1− x2)2
d'où �nalement ∀x ∈ R− {−1, 1}, f ′(x) =

2(1− x2)

1 + x2
× 1

|1− x2|Etude en 0 : f ′(x) =
2

1 + x2
−−−→
x→0

2 don, par le théorème de prolongement d'une dérivée, f est dérivable en 0 ave f ′(0) = 2Etude en 1 : f ′(x) =−−−−→
x→1−

1 et f ′(x) =−−−−→
x→1+

−1 don, par le théorème de prolongement d'une dérivée,
f n'est pas dérivable en 1 mais la ourbe représentative de f admet au point (1, π

2
) des demi-tangentes de pentes ±1-Expression simpli�é : On remarque que la dérivée se simpli�e selon le signe de 1− x2Sur ]− 1, 1[ : 1− x2 > 0 aussi f ′(x) =

2

1 + x2
= (2 arctanx)′ de sorte que ∃k ∈ R, ∀x ∈]− 1, 1[, f(x) = 2 arctanx+ ket on détermine k : k = f(0) = arcsin 0 = 0 don ∀x ∈]− 1, 1[, f(x) = arcsin

2x

1 + x2
= 2 arctanx

1



Sur ]1,+∞[ : 1− x2 < 0 aussi f ′(x) = − 2

1 + x2
= (−2 arctanx)′ soit ∃c ∈ R, ∀x ∈]− 1, 1[, f(x) = −2 arctanx+ cDéterminons c : f(x) = arcsin

2x

1 + x2

︸ ︷︷ ︸

−−−−−→
x→+∞

0

−−−−−→
x→+∞

arcsin(0) = 0 et −2 arctanx+ c −−−−−→
x→+∞

−2× π

2
+ c don c = πAinsi : ∀x > 1, f(x) = arcsin

2x

1 + x2
= π − 2 arctanx et, par imparité : ∀x < −1, f(x) = −f(−x) = −π + 2 arctanx

• Approhe algébrique : On remarque que 2t

1 + t2
= sinx où t = tan x

2
d'où l'idée de hanger de variable.Pour t réel, on dé�nit : x = 2 arctan t alors tan x

2
= t et on a : f(t) = arcsin

(

sinx
)Attention ! arcsin( sinx

)

= x seulement si x ∈ [−π

2
, π

2
] or, à priori, x = 2 arctan t ∈]− π, π[1er as : si x ∈ [−π

2
, π

2
] ⇔ arctan t ∈ [−π

4
, π

4
] ⇔ t ∈ [−1, 1] alors f(t) = x = 2 arctan t2eme as : si x ∈]π

2
, π[⇔ arctan t ∈]π

4
, π

2
[⇔ t > 1 alors, omme sinx = sin(π − x) et que π − x ∈]0, π

2
[, on a

f(t) = arcsin
(

sin(π − x)
)

= π − x = π − 2 arctan t3eme as : si x ∈]− π,−π

2
[⇔ arctan t ∈]− π

2
, π
4
[⇔ t < −1 alors, omme sinx = − sin(π + x) et que π + x ∈]0, π

2
[, on a

f(t) = arcsin
(

− sin(π + x)
)

= − arcsin
(

sin(π + x)
)

= −(π + x) = −π + 2 arctan tExerie R-4) ) Simpli�er arctan√1− cosx

1 + cosx
: On introduit l'appliation f donnée par : f(x) = arctan

√

1− cosx

1 + cosx

• f(x) existe lorsque 1 + cosx 6= 0 et 1−cosx

1+cosx
> 0Or : −1 6 cosx 6 1 don 1− cosx > 0 et 1 + cosx > 0 aussi, si 1 + cosx 6= 0, 1−cos x

1+cos x
> 0Finalement, f(x) existe lorsque 1 + cosx 6= 0 soit x 6≡ π [2π]. f est dé�nie sur R− {(1 + 2k)π | k ∈ Z}

• On remarque que f est 2π périodique et paire aussi il su�t de déterminer f(x) pour x ∈ [0, π[.
• On détermine f(x) pour x ∈ [0, π[ : Si x ∈ [0, π[ alors x

2
∈
[
0, π

2

[ de sorte qu'on peut dé�nir t = tan x

2et on sait alors que cosx = 1−t
2

1+t2
. Aussi : 1− cosx

1 + cosx
=

1− 1−t
2

1+t2

1 + 1−t2

1+t2

=
2t2

2
= t2 aussi f(x) = arctan

√
t2 = arctan |t|Mais : x

2
∈
[
0, π

2

[
⇒ t = tan x

2
> 0 don f(x) = arctan t = arctan

(
tan x

2

)
= x

2
ar x

2
∈
[
0, π

2

[
⊂

]
−π

2
, π

2

[

• Ainsi : ∀x ∈ [0, π[, f(x) =
x

2
et, par parité : ∀x ∈]− π, 0], f(x) = f(−x) =

−x

2On onnaît don f sur ]− π, π[, intervalle d'amplitude 2π, aussi, par 2π périodiité, on onnaît f sur R− {(1 + 2k)π | k ∈ Z}Remarque On peut tenter une approhe analytique : on justi�e la ontinuité de f sur [0, π[, sa dérivabilité sur ]0, π[puis que : ∀x ∈]0, π[, f ′(x) =
1

2
d'où f(x) = x

2
+ k ave k réel déterminé par ontinuité en 0 : k = f(0) = arctan0 = 0Mais le alul de dérivée est très fastidieux ! (Ave 4 fontions omposées...)Exerie R-6) b) Résoudre sur R l'équation arctanx+ arctan(2x) =

π

4
(E)On travaille par impliation. On a : (E) ⇒ tan

(

arctanx+ arctan(2x)
)

= tan
π

4
= 1or tan

(

arctanx+ arctan(2x)
)

=
tan(arctanx) + tan(arctan(2x))

1− tan(arctanx) tan(arctan(2x))
=

x+ 2x

1− x× (2x)
=

3x

1− 2x2
aussi

(E) ⇒ 3x

1−2x2 = 1 ⇒ 3x = 1− 2x2 ⇔ 2x2 + 3x− 1 = 0 ⇔ x = x1 =
−3 +

√
17

4
ou x = x2 =

−3−
√
17

4Il reste à véri�er si x1 et x2 sont des solutions de (E). Clairement : x2 < 0 don arctan(x2)
︸ ︷︷ ︸

<0

+arctan(2x2)
︸ ︷︷ ︸

<0

6= π

4Ainsi, x2 n'est pas solution. Pour x1, on prouve les réiproques non triviales du as général.On sait que : 3x1 = 1− 2x2
1 mais 2x2

1 − 1 6= 0 don on a : 3x1

1− 2x1
1

= 1 ⇔ tan
(

arctanx1 + arctan(2x1)
)

= tan
π

4Prouvons que arctanx1 + arctan(2x1) est dans ]−π

2
, π

2

[. On sait que : x1 =
−3 +

√
17

4
≃ −3+4

4
≃ 0.25don 0 < x1 < 2x1 < 1 et, par strite roissane de arctan sur R, on a : 0 < arctan(x1) < arctan(2x1) < arctan(1) =

π

4Aussi arctan(x1) + arctan(2x1) ∈
]
0, π

2

[
⊂

]
−π

2
, π

2

[On a don : 





tan
(

arctanx1 + arctan(2x1)
)

= tan
π

4
arctan(x1) + arctan(2x1) ∈

]
−π

2
, π

2

[

π

4
∈
]
−π

2
, π

2

[
⇒ arctanx1 + arctan(2x1) =

π

4
ar tan est bijetive sur ]

−
π

2
, π

2

[Finalement, l'ensemble des solutions de (E) est S = {x1} =

{

−3 +
√
17

4

}

2


